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KATA PENGANTAR

Mata kuliah Analisis Real adalah satu mata kuliah inti
yang wajib diikuti oleh mahasiswa program studi Matematika
atau Pendidikan Matematika. Mata kuliah ini dirancang untuk
membekali mahasiswa dengan pemahaman mendalam tentang
sistem bilangan real, ruang metrik, topologi ruang kartesius,
barisan dan deret bilangan real, barisan dan deret fungsi,
turunan, serta integral. Penguasaan terhadap topik-topik
tersebut tidak hanya menjadi landasan yang kokoh dalam
memahami matematika tingkat lanjut, khususnya dalam
cabang analisis, tetapi juga mendukung penerapan matematika
dalam berbagai bidang ilmu. Oleh karena itu, penguasaan mata
kuliah Analisis Real menjadi hal yang sangat penting, terutama
bagi mahasiswa yang berencana memperdalam matematika
lanjutan atau memanfaatkannya dalam karier profesional,
termasuk dalam profesi pendidik matematika.

Penyusunan buku ini diupayakan singkat, padat dan
jelas. Di samping itu, dalam pemaparan konsep matematikanya
selalu disertai contoh-contoh untuk memudahkan mahasiswa
memahami uraian materi yang diberikan. Buku ini disusun
dalam tujuh bab. Pada setiap akhir bab dilengkapi dengan
latihan soal. Soal latihan yang diberikan telah disesuaikan
dengan indikator tujuan pembelajaran. Dengan mengerjakan
latihan soal, diharapkan pemahaman materinya semakin kuat.

Kami menyadari buku ajar ini masih jauh dari
sempurna. Oleh karenanya, masukan konstruktif sangat
diharapkan untuk perbaikan buku ini di masa mendatang.
Sebagai akhir kata, kami berharap semoga buku ini dapat
memberikan kontribusi positif dalam pembelajaran Analisis
Real di perguruan tinggi.

Singaraja, Desember 2024
Penulis
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B.

BAB 1
SISTEM BILANGAN REAL

TUJUAN PEMBELAJARAN

Mahasiswa dapat:

Menggunakan sifat-sifat Field wuntuk membuktikan
persoalan yang menyangkut bilangan rasional atau
irrasional.

Membuktikan suatu ketidaksamaan yang diberikan dengan
menggunakan sifat-sifat urutan bilangan real.
Membuktikan suatu ketidaksamaan yang diberikan dengan
asumsi dengan eksistensi akar terpenuhi.

Membuktikan ketaksamaan harga mutlak dengan sifat-sifat
harga mutlak.

Membuktikan bahwa a,b € R maka ada Ne(a) dan Ne(b)
sehingga Ne(a) N Ne(b) # @.

Membuktikan persoalan yang menyangkut supremum atau
infrimum dengan urutan bilangan real.

URAIAN MATERI
Sebelum membahas sifat bilangan real, terlebih dahulu

yang harus dipahami adalah sistem bilangan real dan sistem
bilangan real yang diperluas. Bilangan real yang dinotasikan
dengan R didefinisikan,

R ={x] —o <x <4} = (—0o,+ )

Sedangkan untuk sistem bilangan real yang diperluas, bilangan
real dinotasikan sebagai R*, dengan R* = R U {—o0, +0}.

Dalam sistem bilangan real R berlaku sifat Field/medan

(sifat aljabar bilangan real), sifat urutan, dan sifat kelengkapan.
Akan tetapi tidak demikian halnya dengan R* yang memiliki
sifat khusus, tidak masuk bahasan ini.



1.1. Sifat Field Bilangan Real
. Karena bilangan real merupakan suatu Field maka
akan di penuhi aksioma-aksioma Field, untuk operasi
penjumlahan “+” dan perkalian “x” sebagai berikut :
Aksioma penjumlahan (adisi)
Al) xeR dan yeR — x + yeR (tertutup)
A2)xdanyeR—->x +y = y + x (komutatif)
A3)xy,z,eR>(x +y) +z =x+ (y+ z) (assosiatif)
A4) 3 0€R, sehingga 0 +x = x,Vx eR
A5) VxeR berkorespondensi dengan -xeR sehingga x (—x) =
0
Aksioma perkalian (multiplikasi)
M1) x,yeR - xyeR (tertutup)
M2) x,y, eR ->xy = yxeR (komutatif)
M3) Vx,y,zeR berlaku (xy) z = x (yz) sifat assosiatif
M4) 3 1R sehingga 1x = x, VxeR
)

MS) xe R x#0—>3 1/x € R sehingga x(l/x) =1
D) x(y + z) = xy + xz,VX,y,z €R
Proposisi 1.1.1
Aksioma-aksioma penjumlahan mengakibatkan
berlakunya pernyataan-pernyataan berikut:
a) x+y=x+z->y = z (konselasi /penghapusan)
b) x +y = x>y = 0 (tunggalnya eksistensi elemen 0)

c) x+y=0->y =—x (tunggalnya eksistensi elemen -x
dalam aksioma AS5)
d -(—x) =x
Bukti :

a) Berdasarkan aksioma penjumlahan, kita peroleh

y=0+y=(—x+x)y=—=x+E+y)=—x+x=0
=(=x+x)+z=0+z

x+y=1%, sehingga y=0+y=(—x+x)+y=-x+xX+y)=
—x+x=0

b) jikax+y=0,makay= x+y)+y=0+y=(—x+x)+y
=—x+xXx+y)=-x+0=—x

c) jika-x+x =0, maka untuk -x,x €R berlaku - (—x) + (—x) =
0; sehinggax =0+x=(—=x+x)+x=(—(—x) + (—x)) +x
===+ =-(x+0= (=



Proposisi 1.1.2
Misalkan x,y,z, €R
a) Jikax#0danxy = 1 makay = 1/x
b) Jika x# 0 maka 1/X #0 dan 1/(1/X) =X
c) Jikaxy = xzdanx#0 makay = z
d) Jikaxy = 0 makax = 0Oatauy = 0

Bukti :
a) Karena x# 0 maka terdapat 1/ % di R sehingga apabilaxy = 1
maka

oxy = Hx D
(1/X X))y = 1/x
ly = 1/X -y = 1/X
Karena x# 0 maka 1/x ada 1/X¢ 0, andaikan 1/x = 0, maka
diperoleh x. 1/x = 0 = 1 (suatu kontradiksi)
Jadi haruslah 1/X;t 0, sehingga

Y 170y = x1
x(Yx.1/(0) = x1
01/ = x
1.1/ = x
1/d/0 = x
b) karena x#0 maka 1/x terdefinisi dan 1/X¢ 0
x.y = x.z sehingga 1/x(xy) = 1/x(xz)
(1/x.x) = (1/x.x)z
ly=1z->y =z
c) karena x#0 1/x #0
xy = 0danx0 =0

xy = x.0
1/x(xy) = 1/x(x.0)
1/xx)y = (1/x.x)0
l.y = 1.0
y=20

Elemen dari R yang dapat dinyatakan dengan a/b dengan a

bilangan bulat b # 0 disebut bilangan rasional yang dinotasikan
dengan Q , jadi
Q = {X = a/b | a,b EZ,biO}



Teorema 1.1.3

Tidak terdapat bilangan rasional t sehingga t? = 2
Bukti :

Andaikan te€ Q sehingga t? = 2, ambil p,q € Z, genap,
maka diperoleh (p/q)2 = 2 dan (p,q) = 1. karena p? = 2¢?,
dan p? is genap, sehingga p is genap. Akan diperoleh p = 2 m,
untuk m € N. Jadi 4m? = 2p?atau q? = 2m?, ini berarti g2
genap, sehingga didapat q genap. karena pdanq genap dan
(p,q) > 1 (terjadi kontradiksi untuk (p,q) = 1). Jadi, Tidak
terdapat bilangan rasional t sehingga t? = 2.

1.2. Sifat Terurut Pada R
Dalam himpunan bilangan real R, terdapat himpunan
tak kosong P dari R, yaitu bilangan positif yang memenuhi sifat

(i) JikaabePmakaa+ beP
(i) Jika a,b € P maka ab € P
(iii) Jika a € R, maka tepat satu pernyataan berikut dipenuhi

aeP,a = 0,—a e P (sifat teikotomi)
Definisi 1.2.1
Jika aeP dikatakan bahwa a bilangan real positif dan
ditulis a > 0, jika aeP atau nol dikatakan a bilangan real non
negatif dituli a > 0. jika —a €P dikatakan bahwa a bilangan real
negatif dan ditulis a < 0; jika a €P atau nol dikatakan bahwa a
bilangan non positif dan ditulis a < 0.
Definisi 1.2.2
Misalkan a,b €R
(1) Jika a- b € P, maka dapat ditulisa > b ataub < a
(2) Jika a- b e PU (0) , maka dapat ditulisa = bataub < a
(3) Selanjutnyaa < b < c artinyaa < bdanb < ¢
Dengan cara yang sama jikaa < bdanb < ca <b <c
Teorema 1.2.1
Misalkan a,b,c € R
(@) jilkaa > bdanb > cmakaa > ¢
(b) terdapat tepat satu hubungan a < b,a = b,a > b
(c) jikaa > bdanb > amakaa =b
Teorema 1.2.2
JikaaeRdana # 0 maka a® >0
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Bukti :

Sifat trikotomi a € P atau -a € P. apabila a € P maka a2 =
aa € P. Apabila —a € P maka a? = (—a) (—a) € P. Jadi a? € P, ini
berarti a? > 0.

Teorema 1.2.3
Jika a,be Rdan a > b, makaa > (1/2) (a+b) > b

Bukti :
Karena a > b, maka 2a=a+a>a+b>b+5b

2b. Selanjutnya karena 2 > 0, 1/2 (2a) > 1/2 (a+ b) >
1/, (2b) = b.Jadia > 1/, (@ + b) > b.
Teorema 1.2.4

Jika aeR,a > 0 makaa > (1/2)3 > 0
Bukti :

Dengan mengambil b = 0, maka kita peroleh a >
(I/pa > o.

Teorema 1.2.5

Jika a € R sehingga 0 < a < ¢, Ve positif terkecil, maka
a=20
Bukti :
Andaikan a # 0, maka a > O, akibatnya a > (1/2)a > 0.
Ambil €, = (1/2) a> 0, maka diperoleh a > (1/2) a=¢y >0, ini
bertentangan dengan hipotesis yaitu0<a<eVe>0. Jadi
haruslah a = 0.
Teorema 1.2.6

Jikaab > 0, makaa > 0danb < 0ataua < 0Odanb <
0
Bukti :
Karena ab > 0, a # 0 dan b # 0 maka menurut sifat trikotomi
a > 0 atau a < 0.Untuk kasus a > 0, diperoleh 1/a > 0, maka
dariitub = 1.b = (}/5.a)b = (}/3)ab > 0. Untuk kasus a < 0,
dengan cara yang sama diperoleh 1/a < 0 sehingga b =

(1/a) (ab) < 0.

1.3. Harga Mutlak
Untuk a € R, harga mutlak a adalah nilai positif dari a
atau —a.



Definisi 1.3.1
Jika a € R harga mutlak a dinotasikan dengan

lal = aa=0
la] = —a; a<0
Teorema 1.3.1
(@) | —a| = |a|,VaeR
(b) [ab| = ] |b]
(©) —]a] €£a<|al,VaeR
Bukti :
(@) a=0-—[0] = |-0]
a>0—>—a < 0sehingga |a] = a = —(—-a) = |—a|
a< 0> —a > 0sehingga |[a]| = —a = | — 3]
Maka diperoleh |a] = | —a|
(b) Misalkan a atau b atau duanya sama dengan O, ; jika

(d)

a>0,b >0, maka ab > 0 dan |ab| = ab = |a]|b];

Jika a>0,b <0 maka ab <0 sehingga |ab|] = —(ab) =
a(—b) =|a] |b|; jika a<0,b >0, maka ab >0 sehingga
lab] = ab = (=a)(=b) = |[a||b]|

(=),

misalkan c > 0 dan |a] < ¢, maka diperoleh -a < cdana <
¢, atau -c < a dan a < c. Jadi diperoleh -c<a<c

(=),

misalkan ¢ >0 dan-c<a<c. sehingg a<c dan -a<g,
artinya |a| < c.

Dengan menggunakan hasil pada (c¢) , ambil ¢ = |a],
sehingga diperoleh —|a] < a < ||

Teorema 1.3.2 (Ketaksamaan segitiga)

Bukti:

Untuk setiap a,be R maka |a+b| < |a| + |b]

Gunakan hasil di (d) diperoleh —|a] < a < |a].

—|b|] £ b < |b|, sama hasilnya —|a| + (—|b]) < [a] + |b]
—(la] + [b]) < a+b < |a] + |b]

Itu artinya |a +b| < |a] + |b|

Lemma 1.3.3

Untuk setiap a,bdi R

(@) |[lal = Ibl| < [la—b]|
(b) la—=b| <|a] + |b]



Bukti :

(@ la]=]la—b+b| <|a—b|+ |b]

jadi, |a] = |[b4+b| < |a=Db| ceveiiiiii (i)
maka |b| =|b—a+a| <|b—al+|a]

jadi |b] — |a] < |b — a|, sebaliknya konsekuensinya
—(la|=1Ib) =Ib|—la| < b—a]=]a—D| ........... (ii)
dari (i) dan (ii) diperoleh ||a| — |b|| < ||a —b]]

Dengan menggunakan pertidaksamaan segitiga, kita peroleh

la—b| =la+ (=b)| < |a] + |b] jadi |]a—Db| < |a] + |b]|

1.4. Sifat Kelengkapan Pada R

Sebagai pengantar berikut ini akan diperkenalkan
pengertian yang akan selalu dipergunakan baik pada sub
bahasan sifat kelengkapan dari R maupun pada pokok bab-bab
berikutnya.
Definisi 1.4.1
Andaikan aeR
Untuk € > 0, neighborhood dengan sebuah jarak e adalah subset
Ne(a) = {xeRla—e<x<a+ €}
Neighborhood adalah set yang mana berisi — € dari a untuk € >
0, ini berarti Ne (a) S Nr (a)
Teorema 1.4.1

Andaikan aeR, jika x termasuk di neigborhood Ne(a)
untuk setiap € > 0, maka x = a.
Bukti :

x adalah element di neigbourhood a, sehingga xeNe(a),
Ve > 0.
Menurut teorema sebelumnya maka diperoleh x—a|=0. Ini
berarti bahwa x —a = 0 atau x = a.
Definisi 1.4.2 (infimun dan suprimum)

Ambil S subsetdi R
(i) ueR, mengatakan diatas batas di S jikas<u, Vs e S
(ii) weR mengatakan dibawah batas di di S jika w<s, Vs €S
Contoh : 1.4.1

S1 = {Xe R|x -<10|},82={X€ R|x >]1}

Untuk S;. 15 adalah batas atas dari tak terhingga banyaknya
batas atas. Himpunan batas atas dari S; misalnya U = {ueR |u
>10}. S; tidak memiliki batas bawah. Demikian pula S, tidak
mempunyai batas atas, tetapi mempunyai batas bawah,



misalnya O, atau 1/2 dan sebaliknya. Himpunan turunan

terbatas seperti contoh S, adalah w = {w € Rjw < 1}.

Dari contoh di atas maka diperoleh catatan sebagai berikut:

- Sub-sets dari R yang mempunyai batas atas disebut adalah
terbatas di atas

- Sedangkan yang mempunyai batas bawah disebut terbatas
di bawah, demikian pula yang terbatas di atas dan dibawah
dinamakan terbatas.

Definisi 1.4.3

Ambil SeR
(@) ueR suprimun di S, jika memenuhi 2 syarat:

1. s<uy,VseS

2. ifs<v,VseS—>usv
(b) t € R infimun di S, jika memenuhi 2 syarat :

1. s=2t,VseS

2. s2r,VseS—>t=r

Suprimum adalah istilah lain untuk batas atas terkecil,
dan infimum untuk batas bawah terbesar.

Teorema 1.4.2

Sebuah batas atas udi sets#0di Radalah suprimum
di S jika dan hanya jika untuk semuae >0di S € Smakau-e€
<s.

Bukti :
=)

Misal u = sup S, akibat nya sesuatu € > 0. Karena u - €
< u, maka u-e tidak memiliki batas bawah di S. hasilnya s € S
maka s > u- ¢, € artinya u- € < s,untuk beberapa s € S.

()

Misal u merupakan batas atas untuk setiap e€> O
menghasilkan s € S sehingga u-e <s. akan ditunjukan u = sup
S. misal v batas atas maka v # u. andaikan v < u. akibatnya €
=u-v > 0. Maka dari hipotesis, a seS jadi u-€ < s, mengakibatkan
u-(u-v) = u < s. ini kontradiksi dengan pendapat bahwa v adalah
batas atas. Jadi haruslah v > u, artinya u adalah suprimum
di S.jadi u=supS.

Contoh 1.4.2
a. S2 ={xeR | 0 <x<1). Batas bawah adalah 1 dan infimum
adalah 0. Keduanya terletak di S2.



b. S3 = xeR | 0 <x <1). suprimum adalah 1 dan suprimum
adalah 0. Keduanya terletak di S3.
c. Setiap elemen di R adalah batas atas dan juga batas bawah
di set @ . jadiset & tidak memiliki supremum atau infimum.
Catatan : Supremun termasuk di set dan sering disebut
"maksimum", dan infimum termasuk di set dan sering
disebut "minimum".
Definisi 1.4.4 ( Sifat batas atas terkecil )

Himpunan terurut S dikatakan mempunyai sifat batas
atas terkecil, jika setiap himpunan bagian yang tidak kosong
dari yang terbatas keatas dari S supremumnya ada didalam S.

Sedangkan definisi untuk himpunan terurut yang
mempunyai sifat batas bawah terbesar diperoleh dengan cara
yang serupa yaitu dengan mengganti kata terbatas keatas
dengan terbatas kebawah, dan kata supremum dengan kata
infimum.

Teorema 1.4.3

S himpunan terurut dengan batas atas terkecil dan A
himpunan tidak kosong tidak menurun. Misal B adalah
himpunan semua batas bawah di A, maka b = sup B di S, dan
b =inf A. jadi ada infAdiS.

Bukti:

Karena A himpunan tidak kosong dan monoton ke
bawah maka elemen di S yang mana menjadi batas bawah di A.
Jadi B himpunan tidak kosong. Sejak himpunan B batas bawah
di A maka jika yeB, berlaku hubungan y < x, VxeA ini berarti
beberapa anggota T xe A maka y < x, VyeB atau dengan kata lain
x adalah batas atas di B. demikian B adalah batas atas dan
setiang anggota di A adalah batas bawah di B, karena S memiliki
sifat alami, dan B himpunan tidak kososng terbatas, maka b =
sup B di S.

Selanjutnya akan ditunjukkan b = inf A. jika y < b,
karena b = sub B, maka y bukan batas bawah di B karena
setiap anggota di A adalah batas atas B, jadi yeA. sehingga
pernyataan tersebut benar:

y < b 5yeA, ekuivalen yeA —»b <y.

Ini berarti batas bawah A sehingga beB. Jika beB karena b =
sup B, maka untuk setiap xeB harus berlaku x < b. Jadi zeB.
demikian akan ditunjukkan beB, dan jika z > b maka zeB,



dengan kata lain b terbatas di A, dan jika z > b maka tidak
merupakan batas bawah di A. dengan definisi maka b batas
bawah terbesar di A jika b =inf A.
Teorema 1.4.4 (Archimedes)
Jika xeR, maka neN, x < n.
Bukti: :
Andaikan tidak, maka ada xeR, dengan x batas atas di
N. menurut sifat batas atas terkecil N memiliki di R. karena u
- 1 <u, maka terdapat a meN jadi u - 1 < m, yang mana artinya
terdapat u < m +1, karena meN dan m + 1N, maka terdapat
kontradiksi dengan u batas atas di N. jadi N harus tidak
memiliki batas atas hasilnya :
Jika xeR maka terdapat neNjadix <n
Dalil 1.4.5
Misal y dan z bilangan real positif, maka berlaku :
(a) Terdapat neN sehingga z < ny
(b) Terdapat neNmakaO<1/n<y
(c) Terdapat neN sehinggan-1<z<n
Bukti :
(@) Ambilx =z / y > 0, maka terdapat neN sehingga z/y =z < n,
jadi z/y < n,hasilnya z < ny
(b) Dari bukti a. ie z < ny, ambil z = 1. Maka diperoleh a <ny,
untuk a nin. akibatnya 1 / n <y karena n > 0 makal / n >
0.jadi0O<1/n<y
(c) Ambil neN. sebut K + {m € N}, K # /E ternyata dipilih a
minimum n = K, maka kita dapatkann -1 <z < n.
Teorema 1.4.6 (eksistensi v2)
Terdapat bilangan real positif x sehingga x? = 2
Bukti :
Misal S . S ZE. S dibatasi sama dengan 2, karena jika t > 2
maka t2>4, dengan teS. Berdasarkan Teorema sebelumnya S
adalah supremum misal x = sup S. akan ditunjukkan bahwa x2
= 2. Andaikan x* < 2 atau x? > 2.
Untuk kasus x2< 2 ; maka (2 — x?) /2x +1) > O, berdasarkan
akibat 2.4.5, meN jadi terdapat o < 'z < (2-x2)/(2x+1) atau 1/n
(2x+1) < 2-x2, padahal x + 1/n €S, dimanax + 1/n €S.
(x+1/n)2 = x2+ 2x/n + 1/n? < x2+1/n(2x+1) < x2 + (2-x2) = 2
Jadi x < x +1/neS, kontradiksi dengan x = sup S. jadi tidak
mungkin X2 < 2
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kasus x2 < 2; diperoleh (x2-2) /2x > 0. Berdasarkan akibat 2.4.5
, maka terdapat meN sehingga :

1/m < (x2-2)/2x, atau (x-1/m)? = x2-2x/m + 1/m? > x2-2x/m > x2
- (x2-2) = 2.

Jadi x-1 / m > s, untuk setiap s €S dimana artinya x-1/m batas
atas di S, ini kontradiksi dengan x = sup S. jadi tidak mungkin
x2> 2. Dengan kata lain haruslah x2= 2

Teorema 1.4.7 ( Kerapatan bilangan rasional )

Jika x dan y bilangan real dengan x < y,maka terdapat
sebuang bilangan r sehingax <r <y.
Bukti :

Misal x > 0, menurut sifat Archimedes , terdapt neN
demikian n > 1/(y-x),, hasil nx > 0, maka menurut akibat 2.4.5
hasilnya terdapat meN terdapat m-1 < nx < m dengan m < ny.
.terdapat diperoleh nx <m <ny .pililh r=m /n: jadix<r<y
dengan r = m/n bilangan rasional.

Akibat 1.4.8

Jika bilangan real positif x dan y s sehingga x <y, maka
terdapat bilangan irasional z sehingga x < z < y dengan z
bilangan irasional.

C. LATIHAN SOAL

1. Jika a € R memenuhi sifat aa = a , buktikan bahwa a =
0atau a =1!

2. Jika x dany bilangan irrasional , tunjukkan bahwa x + y dan
xy tidak selalu irrasional!

3. Tunjukkan bahwa ada suatu bilangan real positif s sehingga
s"=a, a>0

4. Tunjukkan bahwa (% (a+b)*< %(a2 +b?),Ya,b €ER dan

tumjukkan pertidaksamaan dipenuhi apabila a = b!

5. Asumsikan eksistensi akar, tunjukkan bahwa jika ¢>1
1 1
maka ¢m < cn jika dan hanya jika m > n!

6. Jika a,b € R, tunjukkan bahwa |a + b| = |a| + |b| jika dan
hanya jika ab = 0!

7. Tunjukkan bahwa jika a,b € R dan a # b maka ada Ne(a) dan
Ne(b) sehingga Ne(a) N Ne(b) =0 !

8. Tunjukkan bahwa , jika A dan B terbatas subser dari R ,
maka A U B terbatas dan sup (4 U B) = sup{sup A, sup B}!



9. Misalkan S # @ subset dari R terbatas di bawah . buktikan
bahwa

inf S = — sup{—s|s € S}!
10. Misalkan S SR, S # 0, tunjukkan bahwa jika u =sups,

maka untuk setiap n € N maka untuk u —% bukan batas

atas dari S, tetapi u +% bukan batas atas dari S!
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BAB II
RUANG METRIK

A. TUJUAN PEMBELAJARAN
Mahasiswa dapat:
1. Menunjukkan bahwa suatu ruang yang dilengkapi dengan
jarak (R,d) merupakan suatu ruang metrik
2. Menunjukkan suatu bola terbuka di suatu ruang metrik
3. Membuktikan bahwa ruang metric yang diberikan adalah
kompak

B. URAIAN MATERI
2. 1. Pengertian Ruang Metriks Secara Umum

Sebagai ilustrasi sebelum sampai kepada pengertian
ruang metric secara umum, dapat ditunjau ruang euclides R?
dan R3. Misalkan 4 (x;,x,) dan B (y,,¥,), maka jarak antara titik
A dan B adalah:

1

d =0 —y1)?+ (6 —¥2)% = (1, —y1)* + (x — ¥,)%)2
Demikian pula dalam R3, misalkan C (x,x,,x3) dan D (V,¥,,V3),
maka jarak antara C dan D adalah: ((x; —y,)% + (x; — y,)% +

1
(x3 — y3)?)z, Selanjutnya untuk ruang R"™ konsep jarak dapat
diperluas, misalkan X = (xy, x5, x3, ..., xp) dan Y = (¥1,¥2, V3, -, Vn)»

maka: d =[x —y|l = C(x; —yl-)z)% dan jika x, y, z titik di R"
dengan mengunkan sifat-sifat norma, maka diperoleh:

(1) llx=yll =0

2 llx=yll=0ex=y

@) llx =yl = lly —xlI

@) llx =yl <llx =zl + llz =yl
Norma ||x — y|| dinamakan jarak atau metric titik x ke y dalam
R™. Dengan demikian ruang Euclidies R™ merupakan ruang
metric yang ditimbulkan oleh norma dalam R"™ dan dapat
dituliskan dengan simbul (R",d)

Definisi 2.1.1
Diberikan himpunan tak kosong
(@) Fungsid: XxX — R yang memenuhi syarat :



M1) d(x,y) = 0, untuk setiap x,y € X,
d(x, y) = O jika dan hanya jika x =y,
M2) d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X, dan
(M3) dx,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x,y,z € X,
Yang disebut sebagai metrik atau jarak pada X.

(b) Himpunan X dilengkapi oleh suatu metrik d, ditulis dengan
cara (X, d) disebut ruang metrik (metric space). Selanjutnya,
apabila metrik tersebut tertentu (telah diketahui), maka
ruang metrik tersebut hanya ditulis sebagai X saja.

(c) Anggota dari ruang metrik (X, d) disebut sebagai titik dan
untuk setiap x, y € X, angka non- negatif d(x,y) disebut
sebagai jarak dari titik x ke titik y.

Contoh 2.1.1

Himpunan bilangan real R yang dilengkapi dengan metrik d(x,y)

= |X - y| adalah sebuah ruang metrik. Ruang metrik ini disebut

ruang metrik biasa (usual metric spaces).

Contoh 2.1.2

Diberikan himpunan tak kosong X dan didefinisikan sebagai d :
X x X — R, dengan

1, x=z=y
d(x,y) = 0, x=y

bisa ditunjukkan bahwa (X, d) ruang metrik. Ruang metrik ini
disebut sebagai ruang metrik diskret.

Bukti:

(M1) untuk x=y atau x # y menggunakan d(x,y) = 0, untuk
setiap x, y € X, sehingga dengan menggunakan metrik
kita mendapatkan d(x, y) = O jika dan hanya jika x =y,

1, x=zvy 1, y#X
0, x=y 0, y=x
M3) Jika x = y maka d(x,y) = d (x,x) =0 £ d(x,z) + d(z,x)
untuk setiap x,y, z € X,
Jikax # y makaberlaku x Zy # z atau x #y =z

(M2) d(X,Y)={ = dly.x),

sehingga berlaku
dx,y) =d(x,z) = d(z,y) =1, atau d(x,y) =d(x,z) =1 dan
d(z,y) = 0.
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dx,y) =1 < dx,z) =1 + d(z,y) =1, untuk setiap Xx,y,
z € X, atau
dx,y)=1 <d(x,z) =1 + d(z,y) =0, untuk setiap x,y,
z € X.
Contoh 2.1.3
Koleksi semua fungsi komtinu bernilai real atau bernilai
kompleks pada [a,b] dinyatakan dengan Cl[a,b], Untuk setiap
f,g € Cla, b], didefinisikan
d(f,g) = sup{lf (x) — g()|: x € [a,b]}, dan
5(F,9) = [ 1f(x) — g()| dx
Dapat ditunjukkan bahwa C[a,b] merupakan ruang metrik
terhadap d, demikian oula terhadap 4.
Bukti:
Diberikan f,g,h € C[a, b],
(i) Cla, b] merupakan ruang metrik terhadap d
(M1)  d(f,9) = sup{lf (x) —g(®)|:x € [a,b]} =0,  sebab
If(x) — g(x)] = 0, untuk setiap x € [a, b],
d(f,g) =0 |f(x) —g(x)| =0 untuk setiap x €
[a,b] o f=g
(M2) Karena |f(x) —g®)| =1g(x) — f(x)] untuk setiap
x € [a, b],
maka d(f,g) = d(g,f).
(M3) Karena |f(x) —g()| < |f(x) = h(x)| + [h(x) — g(x)]
untuk setiap x € [a, b], maka
d(f,g) = sup{lf (x) — g()|:x € [a,b]}
< supf{lf(x) — h(x)|: x € [a, b]}
+sup{|h(x) — g(x)|: x € [a,b]}
=d(f,h) +d(h,g9)
(i) Cla, b] merupakan ruang metrik terhadap §
(M1) 8(f,9) = J,1f(x) — g(x)| dx = 0, sebab |f(x) — g(x)| =
0, untuk setiap x € [a, b],
6(f,9) =06 |f(x) —g(x)| =0 untuk setiap x €
[a, b] & kecuali di beberapa titik f = g,
(M2) Karena |f(x) —g®)| =1g(x) — f(x)] untuk setiap
x € [a, b],
maka §(f,g) = 6(g.f).
(M3) Karena |f(x) —g()| < |f(x) = h(x)| + [h(x) — g(x)]
untuk setiap x € [a, b], maka



8(f.9) = [ 1f () — g()| dx
< [ — g@)| + 1h(x) — g0} dx
< [PUF ) — gl dx + [ {Ih(x) -

g(x)|}dx
=8(f,h) +8(h g)

Teorema 2.1.1

Jika d,, d, masing-masing metrik pada himpunan X, maka (X, d)

dengan d = d, + d, suatu ruang metrik.

Bukti

Untuk setiap x,y,z € X, maka dipenuhi

(M1) d(x,y) = di(x,y) + do(x,¥) = 0, sebab d;(x,y) 20, d,(x,y) =

0
sebagai konsekuensi dari d;,d, masing-masing metrik
pada himpunan X,

(M2) Jika d(x,y) =d,(x,y) +d,(x,y) =0 maka d,(x,y) =0 , dan
dy(x,y) =0 berakibat x = y. Sebaliknya, jika x =y
maka
d(,y) =d0,x) =d(x,x) +d;(x,x) =0+0=0

(M3)  d(x,y) = di(x,y) + da(x,¥)

<{di(x,2) + di(z,9)} + {d2(x,2) + d2(2,y)}
<d(x,2) +dy(x,2) + di(2,y) + dy(2,y)
=d(x,z) +d(z,y)

2. 2. Ruang Pseudometrik

Definisi 2.2.1

Diberikan sebarang himpunan tak kosong X. Fungsi d: X X X —
R yang memenuhi sifat-sifat metrik kecuali sifat d(x,y) = 0 jika
dan hanya jika x = y, maka (X, d) disebut ruang psudeometrik.
Contoh 2.2.1

Misalkan x,y € R, didefinisikan d(x,y) = |x?+y?| dapat
ditunjukkan bahwa (R,d) adalah ruang psudeometrik.

Contoh 2.2.2

Jika S adalah himpunan semua barisan yang konvergen dan
limx = lim{x,} =u, limy =Ilim{y,} =v, dengan d(x,y) = |u—v|
maka (S,d) adalah ruang pseudometrik.
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2. 3. Bola di Ruang Metrik

Definisi 2.3.1
Diberikan ruang metrik (X,d). Untuk sebarang a € X dan
konstanta r > 0, himpunan
(@) Ny(a) ={xeX:d(x,a) <1}, disebut persekitaran
(Neighborhood) titik a dengan jari-jari r. N,.(a) sering pula
disebut bola terbuka (open ball) dengan titik pusat a dan
jari-jari r, sedangkan
(b) S.(a) ={x € X:d(x,a) =1}, disebut luasan bola (Sphere)
dengan titik pusat a dan jari-jari r, dan himpunan
(c) N.(a) = N,(a) US,(a) disebut bola tertutup dengan titik
pusat a dan jari-jari r.

Contoh 2.3.1
Diberikan ruang metrik (R,d) dengan d(x,y) =[x —y|. Untuk
sebarang a € R dan konstanta real r > 0, bola terbuka, luasan
bola dan bola tertutup berturut-turut:

@ Ny(@)={xeR:dx,a)=|x—al<r}=(a—-r,a+r)

(b) S (a)={xeR:dx,a)=|x—a|l<r}=(a-r,a+r)

() N.(a)=N,(@)uS,(a)={x€R:d(x,a)=|x—al<r}=[a—

r,a+r]

Contoh 2.3.2
Diberikan C[a, b] merupakan ruang metrik terhadap
d(f,9) = sup{lf (x) —g(x)| : x € [a, b]}
Diambil sebarang f € C[a, b] tetap ,dan konstanta r > 0. Dengan
f £ r dimaksudkan sebagai fungsi dengan (f +r)(x) = f(x)+
r,x € [a,b].
(8) N,(f) = {g € Cla,b] : d(g,f) <7}

= {g € Cla, b] : ﬁtpb]lf(X) — g < T}

adalah himpunan semua fungsi kontinu pada [a, b] yang
terletak diantara fungsi f —r dan f + r serta tak pernah
menyinggung keduanya.



(b) S.(f)={g€Clab]: d(g,f) =71}
= {g € Cla,b] : E%]If(X) —g@)| = r}

adalah himpunan semua fungsi kontinu pada [a, b] yang
terletak diantara fungsi f-r dan f+r serta
menyinggung sedikitnya salah satu fungsi tersebut.

© N =N(HUS(f) =1{g €Cla,b]: d(g,f) <7}
= {g € Cla,b] : SuP]lf(X) -

x€la,b

g = r}

2. 4. Ruang Metrik Kompak

Definisi 2.4.1
Ruang metrik X dikatakan lengkap apabila setiap baris Cauchy
di X konvergen di X.
Bukti:
Ambil {X,} sebarang barisan Cauchy di A. Karena A € X, maka
{X,} berada di X. Karena X lengkap, maka barisan {X,}
konvergen ke x € X. Selanjutnya karena {X,} barisan di A. maka
x titik limit dari A. Karena A himpunan tertutup maka x € A.
Jadi barisan Cauchy {X,} konvergen di A. Ini mengakibatkan
(4, d) ruang metrik lengkap.
Contoh 2.4.1

() R dengan metric baku adalah ruang metrik lengkap.

(b) M =[0,1] dengan metrik harga mutlak adalah ruang

metrik lengkap.

Definisi 2.4.2

Diberikan (X,d) suatu ruang metrik, didefinisikan bahwa A
subhimpunan dari X terbatas jika dan hanya jika terdapat
bilangan positif M sehingga d(x,y) < M, untuk setiap x,y € A.
Jika A terbatas didefinisikan diameter dari A sebagai diam A =

sup d(x,y). Jika A tidak terbatas ditulis A =
x,yed

Contoh 2.4.2
(@) Jika X =R, dengan metrik baku dan A = (5,10), maka A
terbatas sebab untuk setiap x,y € 4,d(x,y) < 5.
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(b) B =(0,) tidak terbatas di R dengan metrik baku, akan
tetapi terbatas di R dengan metrik diskrit, sebab d(x,y) <1,
untuk setiap x,y € B.

Definisi 2.4.3

(X,d) suatu ruang metrik, himpunan A subset dari X disebut
terbatas total jika diberikan &> 0, terdapatlah sejumlah
berhingga himpunan A4;,4,,...,4, di X, dengan diam A4, < ¢k =
1,2,3,...,n sehingga A € Uj_, Ax.

Contoh 2.4.3

R; ruang metrik diskret, dan A = (0,1) € R,;. Jelas A terbatas
d(x,y) <1, untuk setiap x,y € A, tetapi A tidak terbatas total

sebab jika diambil € =% maka tidak terdapat n, € N, sehingga

A € Uj-, Ay, sebab A, hanya memuat paling banyak satu titik.

Definisi 2.4.4

Ruang metrik (X, d) disebut kompak apabila (X,d) ruang metrik

lengkap dan terbatas total.

Contoh 2.4.4

(@) K =1[0,1] dengan metrik harga mutlak, K himpunan tertutup
maka K lengkap, K terbatas di R, Jadi K terbatas total. Jadi
K kompak.

(b) Akan tetapi apabila K dilengkapi dengan metrik diskret
maka K tidak terbatas total, akibatnya K tidak kompak.

C. LATIHAN SOAL

1, x+y

0, x=y buktikan bahwa (X,p)

1. Jika X=0 danp(x,y) ={

ruang metrik!

2. Jika (X,d) ruang metrik dan didefinisikan §(x,y) = —2)

1+d(x,y)’
untuk setiap x,y € X. Buktikan bahwa (X,§) ruang metrik,
dan §(x,y) < d(x,y) untuk setiap x,y € X!

3. Dalam ruang metrik (X,§) buktikan bahwa |d(x,y) —
d(x,z)| < d(y,z)!

4. Tentukan persekitaran N,(a) dan luasan bola N,.(a) di dalam
ruang metrik

(R?,d,) dengan d, (%, @) = (x; — a;)? + (x; — ay)?!




(R%,d,) dengan d.(x,a) = maks{|x; —a;|,|x, —
a|}!
S. Untuk setiap k, k=1,2,3,...,n diketahui (X, d;) ruang metrik.
Dibentuk
(i) do(x,y) = maks {d,(x,y):k = 1,2,3,...,n} untuk setiap
x,y €X.

1
(i) Jika 1<p<o, D,(x,y)={Ti1dr(x,y)P} untuk
setiap x,y € X.
Buktikan bahwa (X,d,) dan (X,d,) masing-masing
ruang metrik.

6. Untuk setiap k, k=1,2,3,...,n diketahui (X, d;) ruang metrik.
Jika X=X, X, Xpey i Xie = {6 = %1, %5, X3, 00, X} ¢+ X € X, k=
1,2,3,..,n dan

(i) de(x,y) = maks {d,(x, [):k =1,2,3,...,n} untuk
setiap X,y € X.

(ii) Jika 1<p<oo, D,(x,¥)={¥k= dk(x,y)p}% untuk
setiap ¥,y € X.
Buktikan bahwa (X,d, ) dan (X, d,) masing-masing
ruang metrik!
7. Selidiki apakah (X, d) ruang metrik, jika d(x,y) = m !
8. Misalkan x,y € R didefinisikan d(x,y)=|x* —y?| buktikan
bahwa (R,d) adalah ruang pseudometrik!
9. Buktikan Bahwa ruang metric diskrit R;adalah lengkap!
10.Buktikan bahwa himpunan berhingga S dengan metrik baku
maupun metrik diskret adalah kompak!

-20-



BAB III
TOPOLOGI RUANG KARTESIS

A. TUJUAN PEMBELAJARAN
Mahasiswa dapat:
1. Menunjukkan kedudukan terhadap Himpunan pada
Ruang Metrik
2. Menunjukkan suatu himpunan terbuka atau tertutup
3. Membuktikan bahwa rsuatu himpunan adalah kompak

B. URAIAN MATERI

3.1. Kedudukan Titik Pada Himpunan Dalam Ruang
Metrik

Definisi 3.1.1
Neighborhood/persekitaran p € X dengan jari-jari r dapat
didefinisikan sebagai himpunan semua titik g € X dengan
d(p,q) <r, ditulis N, (p) = {qld(p,q) <7}.
Contoh 3.1.1
Diberikan X suatu ruang metric, dengan X # @ dan
1,jikap #

N e
Maka N1i(p) = {p}, dan N,(p) = X

2
Titik p € E, E € X disebut titik limit E jika setiap N, (p) memuat
q €E dan q #p. VN.(p),N,.(p) — {p} N E # @. Himpunan semua
titik limit E ditulis E’ atau E¢ (dibaca E derived), dinotasikan
dengan E% = {p|p titik limit E}.
Contoh 3.1.2
Diberikan R ruang metrik biasa, dengan metrik d = jarak, E =
(0,1] v {2,3}, maka himpunan titik limit E = [0,1].



Contoh 3.1.3

Diberikan R® ruang metrik biasa E S R?, dengan E =
{(x,y)|x =1,—-1 <y < 1}, maka himpunan semua titik limit E
adalah E% = {(x,y)|x =1,-1 <y <1}

Jika p € E, tapi p bukan titik limit E maka p disebut titik
terasing (isolated poin).

Contoh 3.1.4

Pada contoh 7.1.2 diberikan E = (0,1]U {2,3}, maka {2,3}
adalah himpunan titik-titik terasing dari E.

Titik p disebut titik interior E jika terdapat N,(p) dengan
N,(p) € E. Himpunan semua titik interior E ditulis E°.
Contoh 3.1.5

Diberikan R ruang metric biasa. E = [0,1], maka E° = (0,1),
R% =R, dan ¢° = ¢.

Titik p disebut titik eksterior E jika p titik interior dari E€.
Contoh 3.1.6

Diberikan R ruang metrik biasa, E = [0,1], maka himpunan
semua titik eksterior E adalah (—o,0) U (1, ).

Titik p disebut titik batas (boundary) E jika p bukan titik
interior maupun titik eksterior E.

Contoh 3.1.7

Misalkan E = {1, 2, 3,4}, maka titik-titik 1, 2, 3, 4 adalah titik-
titik batas, sebab bukan interior maupun eksterior. Di
samping itu pula juga merupakan titik-titik terasing sebab
1, 2, 3, 4 adalah anggota E, tapi 1, 2, 3, 4 bukan titik-titik
limit E.

3.2. Himpunan Terbuka dan Tertutup

Definisi 3.2.1

Himpunan E € X dikatakan terbuka jika untuk setiap

p € E, terdapat N,(p), sehingga N,(p) € E. Dengan kata lain, E
terbuka jika setiap titik anggota F adalah titik interior.

Contoh 3.2.1

(2,4), (3,5 U (7,8),0, dan R adalah himpunan-himpunan terbuka
diR.
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