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KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur kita haturkan kehadirat Allah Swt
yang telah memberikan rahmat, taufik, dan hidayah-Nya
kepada kita semua sehingga dapat menjalankan aktivitas
sehari-hari dan khususnya kepada penulis yang selalu diberi
kelancaran untuk menyelesaikan penulisan Buku Analisis
Real ini.

Dengan keberadaan buku ini, diharapkan dapat
membantu para mahasiswa untuk lebih mudah memahami
konsep-konsep Analisis Real. Buku ini disajikan kepada
pembaca yang telah mempelajari kalkulus, teori himpunan,
dan barisan elementer.

Matematika Perguruan Tinggi lebih menekankan pada
pembentukan pola pikir matematika yaitu logis, kritis, dan
tegas. Jadi bukan lagi untuk mengasah kemampuan berhitung
semata atau kemampuan menerapkan konsep ke dalam
pemecahan masalah. Mahasiswa diharapkan dapat mengasah
pola pikirnya melalui ketekunan dalam mempelajari langkah
demi langkah berbagai aksioma, definisi, lemma, maupun
teorema-teorema yang berkaitan dengan bilangan real.

Analisis real adalah suatu cabang matematika yang
merupakan dasar di dalam matematika untuk berfikir formal
yaitu berfikir secara deduktif aksiomatik.

Buku ini di tulis berdasarkan pada pengalaman penulis
mengajar mata kuliah Analisis Real pada Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi UIN Alauddin Makassar, yang
kemudian dilengkapi dengan beberapa bab dan tambahan
beberapa definsi dan teorema sehingga terbentuk tulisan
dalam bentuk buku. Selain itu penulis merasa bahwa buku
yang membahas Analisis Real hingga saat ini masih cukup
langkah, khususnya buku-buku yang berbahasa Indonesia.
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Dalam buku ini dibahas konsep-konsep dari Analisis Real
yang diharapkan agar pembaca dapat memulai berfikir secara
deduktif aksiomatik, dalam mempelajari materi-materi yang
lebih abstrak.

Buku ini membahas tentang sistem bilangan real, barisan
bilangan real, limit fungsi dan kekontinuan di R, turunan
fungsi, Integral Riemann, topologi diruang cartesius, dan
ruang metrik. Selanjutnya buku yang dihasilkan ini digunakan
untuk perkuliahan di Fakultas Sains dan Teknologi Jurusan
Matematika UIN Alauddin Makassar, karena adanya
keterbatasan referensi.

Penulis menyadari bahwa buku edisi sebelumnya masih
ada beberapa kekurangan, oleh karena itu buku edisi revisi
ini diterbitkan untuk melengkapi kekurangan-kekurangan
pada edisi sebelumnya, untuk itu penulis mengharapkan
saran dan kritik yang membangun dari pembaca demi
penyempurnaan buku ini dalam edisi yang akan datang.

Akhirnya penulis menyampaikan ucapan terima kasih
kepada semua pihak yang telah membantu dalam penulisan
buku ini. Semoga buku ini dapat bermanfaat bagi, penulis,
pembaca dan perkembangan ilmu pengetahuan secara umum.
Amiiin.

Makassar, Juli 2020

Penulis
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BAB 1
SISTEM BILANGAN REAL

Pada bagian ini dibahas tentang aljabar pada bilangan
real, sifat urutan pada R, sifat kelengkapan pada R, dan sifat
Archimedes pada R.

A. Aljabar pada Bilangan Real

Pada himpunan bilangan real R terdapat dua operasi biner
yang dilambangkan dengan + dan . dan berturut-turut disebut
penambahan dan perkalian. Operasi-opersi tersebut
mempunyai sifat:

1. Sifat komutatif yaitua + b = b + g, untuk setiap a, b € R
2. Sifat assosiatif yaitu (a + b) + ¢ = a + (b + ¢), untuk setiap g,

b ceR
3. Eksistensi unsur nol. Terdapat unsur nol di R sehingga 0 +

a=a+0 =g, untuk setiapa € R
4. Eksistensi unsur negatif. Untuk setiap a € R, terdapat

unsur -a € R sehinggaa + (-a)=(-a) +a=0
5. Sifat komutatif perkalian.a.b =b . a, untuk setiap a, b € R
6. Sifat assosiatif perkalian. (a . b) c = a (b . c), untuk setiap q,

b,ceR
7. Eksistensi unsur satuan di R. Terdapat unsur 1 di R yang

berbeda dengan nol sehingga 1.a =a.1 = a untuk setiap a

e R
8. Eksistensi unsur kebalikan. Untuk setiap a # 0 di R

terdapat unsur % di R sehinggaa . % = % a=1
9. Sifat distributif perkalian terhadap penjumlahan. a .(b + ¢)

=(a.b)+(a.c)dan (b+c).a=(b.a)+ (c.a) untuk setiap
ab ceR.
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Teorema 1.1.1

a. Jikazdan aunsurdiR sehinggaz+a=amakaz=0
b. Jikau dan b # 0 unsur di R sehinggau.b=bmakau=1
Bukti:
a. z+a=a
z+a+(-a) =a+ (-a) [Tambahkan (-a) pada kedua ruas]
z+0=0 [sifat 4]
z =0 [sifat 3]
b. u.b = b, karena b # 0 maka terdapat% di R, selanjutnya

kedua ruas kita kalikan dengan % sehingga,

(u.b).s =(b.3)

u.(b.3)=(b.7) [sifat 6]
u.1 =1 [sifat 8]
u =1 [sifat 7]

Teorema 1.1.2

a. Jika a dan b unsur-unsur di R sehingga a + b =0, maka b =
-a

b. Jika a # 0 dan b unsur-unsur di R sehingga a. b = 1, maka b
1

a

Bukti:
a. a+b=0
(-a)+ (a+b) =(-a)+0 [Tambahkan (-a) pada kedua ruas]
(a+a)+b =-a [sifat 2 dan sifat 3]
0+b =-a [sifat 4]
b =-a [sifat 3]
b. a.b=1

Karena a # 0, maka terdapat % di R, selanjutnya kedua

ruas kita kalikan dengan % sehingga
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~.(a.b)=
(.a).b=

.1

QIR QR

[Sifat 6 dan sifat 7]
1.p=1 [sifat 8]

a
p=1 [sifat 7]

a

Teorema 1.1.3

Jika a € R, maka

a. a.0=0

b. (-1).a=-a

c. —(-a)=a

d (D=1

Bukti:

a. a+a.0=a.1+a.0
=a(1+0)
=a.l
=a

Selanjutnya:
(ca)+(a+a.0)=(-a) +a
((a+a)+a.0 =0
0+a.0=0
Jadia.0=0
b. (-(1).a+a=(-1).a+1.a
=(-1+1).a
=0.a
=0
Jadi (-1).a=-a

¢. -(-a)+(a)=(-1)(-a)+1.(a)
= (1+1)(-0)
=0.(-a)
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=0

Jadi-(-a) =a
d. Daribukti (b) ambil a = -1 maka diperoleh
(1.1 =-(-1)
=1 (bukti ¢)

Teorema 1.1.4

Misalkan a, b, ¢ unsur-unsur di R

a. ]ikaaiOmaka%;tOdan%:a
b. Jikaa.b=a.cdana=0makab=c

c¢. Jikaa.b=0makaa=0ataub=0
Bukti teorema di atas sebagai latihan bagi pembaca.

Bilangan rasional dan bilangan irrasional
Unsur di R yang dapat ditulis sebagai % dengan a, b

bilangan bulat, b # 0 disebut bilangan rasional. Himpunan
bilangan rasional dilambangkan dengan Q jadi

Q={x:%|a,beZ,b¢0}

Akan tetapi, tidak semua elemen R merupakan elemen Q,
seperti V2 yang tidak dapat dinyatakan ke dalam bentuk Z.

Elemen R yang bukan elemen Q disebut bilangan irrasional
(irrational numbers).

Akan ditunjukkan bahwa tidak terdapat bilangan rasional
yang kuadratnya adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan
istilah genap dan ganjil. Suatu bilangan asli disebut genap
apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n untuk suatun € N,
dan disebut ganjil apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n
—1 untuk suatun € N.
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Teorema 1.1.5

Tak ada bilangan rasional t sehingga tZ = 2
Bukti:

Andaikan ada t € Q sehingga t2 = 2, maka dapat dipilih p, q
di Z sehingga (S)Z =2 dan (p, q) = 1 karena p? = 2¢g%, maka p? =

genap. Akibatnya p genap sehingga p = 2m untuk suatu m
bilangan bulat sehingga 4m? = 2q2 atau g% = 2m?, yang berarti
q?% genap akibatnya q juga genap. Karena p, g keduanya genap,
maka (p,q) > 1. Ini bertentangan dengan (p,q) = 1. Jadi
haruslah tak ada bilangan rasional t sehingga t2 = 2.

B. Sifat Urutan pada R

Pada himpunan bilangan real R, terdapat himpunan tak
kosong P dari R yaitu bilangan positif yang memenuhi sifat:
a. Jikaag, bdiPmakaa+bdiP
b. Jikaa, b di Pmakaab di P
c. Jika a di R maka tepat satu pernyataan berikut
dipenuhi : a di P, a = 0, dan - a di P. Sifat ini sering
dinamakan sifat trikotomi.

Definisi 1.2.1
Jika a di P dikatakan bahwa a bilangan real positif dan
ditulis a > 0. Jika a di P atau 0, dikatakan bahwa a bilangan

nonnegatif dan ditulis a > 0, jika -a di P dikatakan bahwa a
bilangan real negatif dan ditulis a < 0, jika -a di P atau 0,
dikatakan bahwa a nonpositif dan ditulis a < 0.
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Definisi 1.2.2
Misalkan a, b unsur-unsur di R
a. Jikaa-bdi Pmakakitatulisa>bataub<a
b. Jika a - b di P U {0} maka kita tulis a > b atau b < q,

selanjutnya Kkita tulis a < b < ¢ yang berarti a < b dan b
<c

Teorema 1.2.3

Misalkan a,b,c unsur-unsur di R

a. Jikaa>bdanb>cmakaa>c

b. Terdapat tepat satu hubungana<b,a=b,a>b

c. Jikaa>bdanb>amakaa=»b

Bukti:

a. Diketahui a > b dan b > ¢, ini berartia - b, b - c di P.
Jadi (a - b) + (b-c)di Patau a - cdiP. Dengan kata
laina >c¢

b. Dengan sifat trikotomi maka terdapat tepat satu
hubungana-bdiP,a-b=0,atau-(a-b)=b-adiP
ataua>b,a=bataua<b

¢. Andaikan a # b, maka a - b # 0 yang berarti a - b di P
atau -(@a - b) =b -adi P. Jadi a > b atau a < b. Ini
bertentangan dengan hipotesis yaitu a > b dan a < b.
Jadi haruslah a = b.

Teorema 1.2.4

Jika a € R dan a # 0 maka a2 > 0.

Bukti:

Dengan sifat trikotomi maka a € P atau -a € P,
jijkaa €e Pmakaa?=a.aeP
jika -a € Pmakaa? = (-a) . (-a) € P.
Jadiaz >0
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Teorema 1.2.5

Misalkan a, b, ¢, d unsur-unsur di R
a. Jikaa>bmakaa+c>b+c
b. Jikaa>bdanc>dmakaa+c>b+d
c. Jikaa > b danc> 0 maka ac > bc
Jika a > b dan ¢ < 0 maka ac < bc

d. ]ikaa>0maka%>0
]ikaa<0makai<0

Bukti sebagai latihan

Teorema 1.2.6

]ikaa,bdiRdana>b,makaa>%(a+b)>b.

Bukti:
Karenaa>bmaka2a=a+a>a+bdana+b>b +b=2b.
Jadi 2a>a + b > 2b.

Selanjutnya karena 2 >0 maka % > 0 dan menurut Teorema
1.2.5.c kita peroleh:
a=(2a) >3 (a+b)>>(2b)=b.Jadia>> (a+b) > b.

Teorema 1.2.7

]ikaaeR,a>Omakaa>%a>O

Bukti diserahkan kepada pembaca sebagai latihan

Teorema 1.2.8

Jika a € R sedemikian sehingga 0 < a < ¢ untuk setiap ¢ >
Omakaa=0
Bukti:

Andaikan a > 0 maka a > % > 0. Diambil g = % (€0 adalah

bilangan real positif tegas), maka a > g > 0. Kontradiksi
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dengan pernyataan 0 < a < ¢ untuk setiap & > 0. Jadi
pengandaian salah, seharusnya a = 0.

Perkalian antar dua bilangan positif hasilnya adalah
positif. Akan tetapi, hasil perkalian yang positif belum tentu
setiap faktornya positif.

Teorema 1.2.9

Jika ab > 0, maka berlaku
i.. a>0danb>0,atau
ii. a<0danb<0.

Akibat 1.2.10

Jika ab < 0, maka berlaku
i. a<0danb>0,atau
ii. a>0danb<0.
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Soal Latihan

1. Jika a € R sehingga a. a = a buktikan a =0 atau a = 1!
Petunjuk ringkas penyelesaian soal:
Soal di atas boleh dibuktikan salah satunya saja yaitua =0
ataua=1.
Permasalahan: Akan dibuktikan bahwa, jika a € R
sehinggaa.a=amakaa=0ataua=1.
Petunjuk:
Anggap a # 0, dengan menggunakan Sifat 8 dalam aljabar
pada bilangan real terbukti bahwa a.a =a makaa = 1.

2. Jikaa € Rdan a # 0 sehingga ab = ac buktikan b = ¢!
Petunjuk ringkas penyelesaian soal:
Permasalahan: Akan dibuktikan bahwa jika a € R dan a #
0 sehingga ab =acmakab =c.
Petunjuk:

Diketahui bahwa a # 0, maka % ada. Dengan mengalikan %

pada kedua ruas dari ab = ac dan dengan menggunakan
sifat 6, sifat 7, dan sifat 8 dalam aljabar pada bilangan real
diperoleh b =c.

3. Jikaa € R dan a # 0 buktikan a2 > 0!
Petunjuk ringkas penyelsaian soal:
Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jikaa € Rdana =0
maka a2 > 0.
Petunjuk:
Diketahui a € R dan a # 0, dengan menggunakan sifat
urutan (3) yaitu sifat trikotomi maka a di P atau -a di P.
Dari sifat ini diperoleh bahwa az > 0
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4. Jikaa>bdanc>dbuktikana+c>b +d!
Petunjuk ringkas penyelesaian soal:
Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jika a >b dan ¢ > d
makaa+c>b+d.
Petunjuk:
Diketahui a > b dan c > d, berdasarkan definisi 1.2.2 (i)
maka a-b di P dan ¢ - d di P. dengan menggunakan sifat
urutan (1) maka terbuktia + c> b +d.

5. Jika a > b dan c > 0 buktikan ca > cb!
Petujuk ringkas penyelesaian soal:
Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jikaa >b danc >0
maka ca > cb.
Petunjuk:
Diketahui a > b dan c > 0, berdasarkan definisi 1.2.2 (i)
maka a - b di P dan c di P. Dengan menggunakan sifat
urutan (2) maka terbukti ca > cb.

6. Jikaa> b dan c < 0 buktikan ca < cb!
Petujuk ringkas penyelesaian soal:
Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jikaa >b danc< 0
maka ca < cb.
Petunjuk:
Diketahui a > b dan c < 0, berdasarkan definisi 1.2.2 (i)
maka a - b di P dan -c di P. Dengan menggunakan sifat
urutan (2) maka terbukti ca < cb.
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1. Ketaksamaan (Inequalities)

Selanjutnya, akan ditunjukkan bagaimana sifat urutan
dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu ketaksamaan.
Perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 1.2.1

a. Tentukan himpunan A dari bilangan real x sedemikian

sehingga 2x + 3 < 6.
Jawab:
Diketahui x € A dan 2x + 3 < 6, maka

2x+3<6 2x<3 xS
JadiA={x e R:xé%}
b. Diberikan B = {x € R: x2 + x > 2}. Tentukan bentuk lain dari
B.
awab:
Diketahui x € Bdan x2 + x> 2 ataux2 + x- 2 > 0 atau (x -
1)(x + 2) > 0. Sehingga diperoleh bahwa
1) x-1>0danx + 2 > 0 diperoleh x > 1 dan x > -2
yang berarti x > 1
2) x-1<0danx + 2 < 0 diperoleh x < 1 dan x < -2
yang berarti x < -2
Jadi himpunannya adalahB={x e R:x>1} U {x e Rix< -2}

Teorema 1.2.11
Jikaa>0danb >0, maka
a. a<boaz<bze+a< Vb
b. a<boaz<bzea<vb

Teorema 1.2.12 Ketaksamaan Bernoulli

Jika x > -1 maka (1 + x)»> 1 + nx untuk semuan € N
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Bukti:

Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika.

Untuk n = 1, maka
(1+x)'>1+1x<1+x>1+x(pernyataan benar)

Misalkan benar untuk n = k, yaitu (1 + x)k > 1 + kx. Akan
dibuktikan benar untuk n = k + 1, yaitu:
(IT+x)*1=(1+x)k(1+x)=(1+kx)(1+x)
=1+ kx+x+kx?
=1+ (k+1)x+kx?

Karena kx? > 0, maka (1 + x)k+1>1 + (k + 1) x, yang berarti
benar untuk n = k + 1. Jadi, terbukti bahwa (1 + x)" > 1 + nx

untuk semuan e N

Teorema 1.2.13 Ketaksamaan Cauchy

Jikan € Ndan ay, az, ..., an, b1, bz, ..., by € R, maka

(aib: + azbz + ... + anbn)? < (ar?+ a2+ ...+ an?) (b1?+ b22+ ...+ bn?)

S <55

i=1 i=1 i=1

Selanjutnya, jika tidak semua b; = 0 maka

) <55

i=1 i=1 i=1
Jika dan hanya jika terdapat s € R sedemikian hingga a; = sb;,
az =sby, ..., an = Shp.

Bukti sebagai latihan.
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2. Nilai Mutlak dan Garis Bilangan Real

Dari sifat trikotomi, dapat ditarik kesimpulan bahwa jika
ae Rdan a # 0, maka a atau —a merupakan bilangan real
positif. Nilai mutlak dari a # 0 didefinisikan sebagai nilai
positif dari dua bilangan tersebut.

Definisi 1.2.14

Nilai mutlak (absolute value) dari suatu bilangan real g,
dinotasikan dengan |a|, didefinisikan sebagai

a,jikaa >0
la] :=1 0,jikaa =10
—a,jikaa <0

Sebagai contoh, [3] = 3 dan [-9] = 9. Dapat dilihat dari
definisi di atas bahwa |a| > 0 untuk semua a € R, dan bahwa
|a] = 0 jika dan hanya jika a = 0.

Juga bahwa |-a| = a untuk semua a € R. Berikut ini
diberikan beberapa sifat nilai mutlak.

Teorema 1.2.15

(a) |ab| = |a| |b| untuk semua a € R.

(b) |al? = a untuk semua a € R.

(c) Jika c 2 0, maka |a| < cjika dan hanya jika-c<a <c.

(d) -la] € a < |a| untuk semua a € R.

Bukti:

(a) Jika a = b = 0, maka terbukti. Jika a > 0 dan b > 0, maka
ab > 0, sehingga |ab/ = ab = |a//b. Jikaa > 0 dan b < 0,
maka ab < 0, sehingga |ab/ = -ab = a(-b) = |a/[b].

(b) Karena a? = 0, maka a?= [a?|=[aa = |a[|a[=]a?|.
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(c) Jika /a/ < ¢, maka diperoleh a < c yang berarti -c<a < c.
Sebaliknya, jika —c <-a < ¢, maka diperoleh a < c dan -a
<cJadi fal <c

(d) Gunakan langkah yang sama seperti pada (c) dengan
mengambil ¢ = |a|

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut
dengan Ketaksamaan Segitiga (Triangel Inequality).
Teorema 1.2.16 (Ketaksamaan Segitiga)
Jikaa, b € R, maka |a + b| < |a| + |b|
Bukti:
Dari Teorema 1.2.15 (d), diketahui -|a| < a < |a| dan -|b| £ b <
|b|. Dengan menjumlahkan kedua persamaan diperoleh

-(lal +|b])<a+b<]al +|b|.

Menggunakan Teorema 1.2.15 (c) diperoleh bahwa |a + b| <
|al +[b].

Akibat 1.2.17

Jika a, b € R, maka

a. |la|-|b[| < |a-b]

b. |a-b|<|a| + |b|

Bukti:

a. Tulis a = a - b + b dan masukkan ke dalam Ketaksamaan
Segitiga. Sehingga |a| = |(a - b) + b| < |a - b| + |b|.
Kurangkan kedua ruas dengan |b|, diperoleh |a| - |b| < |a -
b|. Gunakan cara yang sama untuk b = b - a + a, diperoleh
-la - b| < |a| - |b|. Kombinasikan kedua ketaksamaan
tersebut, diperoleh

-la-b| <|a|-|b| <|a-b|.
Menggunakan Teorema 1.2.15 (c) diperoleh bahwa ||a| -
||| < |a - b
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b. Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan -b, sehingga
diperoleh
la - b] < [a] + [-b]. Karena [-b] = b, maka diperoleh
la-b| <|al +|b|.

Ketaksamaan Segitiga di atas dapat diperluas sehingga
berlaku untuk sebarang bilangan real yang banyaknya
berhingga.

Akibat 1.2.18

Jika ay, az, ..., az adalah sebarang bilangan real, maka
lay +a, + -+ ay| <|aq] + |ag| + -+ |ag].

Contoh 1.2.2
Diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan

2x2-3x+1
) = 2x-1
sedemikian sehingga |f(x)| < M, untuk setiap x € [2, 4].
2_
Diketahui [f{x)] = =2
[2x2 — 3x + 1] < |2x?| — |3x| + |1]
=2|x?| +3|x| + 1

untuk x € [2, 4]. Tentukan konstanta M

=2]|42| + 34| + 1
=45
dan
|2x — 1] 2 [|2x| — [1]]
2 [12(2)| = [11]
=3
Sehingga |f(x)| = % < 43—5. Jadi, dengan mengambil M = 43—5,

didapat [f(x)| £ M, untuk setiap x € [2, 4].
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3. Garis Bilangan Real (The Real Line)

Interpretasi geometri yang dikenal di antaranya garis
bilangan real (real line). Pada garis real, nilai mutlak |a| dari
suatu elemen a € R adalah jarak a ke 0. Jarak (distance)
antara elemen a dan b di R adalah |a - b|. Perhatikan gambar
berikut:

-3 -2 -1 0 1 2 3
| | | | | | | |

- -..
~ ' T I T T T T T Ll

F1-ml=2
Gambar 1.1 Jarakantaraa=-1danb=1
Definisi 1.2.19
Diberikan a € R dan &> 0. Persekitaran ¢ (¢ neighborhood)

dari a didefinisikan sebagai himpunan
Ve(@):={xeRi|x-a|<e}=(a-¢a+¢g)

: [o(a) |
- | | L,
a-& a a +&

Gambar 1.2 Persekitaran V. (a) .

Dapat dilihat bahwa x € Vi(a) jika dan hanya jikaa - <x <

a-+e.
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Teorema 1.2.20

Diberikan a € R. Jika x berada dalam persekitaran V.(a)
untuk setiap € > 0, maka x=a.
Bukti:

Jika x memenuhi |x-af<e untuk setiap & >0, maka
berdasarkan Teorema 1.2.8 diperoleh bahwa |x-a/ = 0, yang
berakibat x = a.

C. Kelengkapan pada R
Definisi 1.3.1
Diberikan subset tak kosong S © R
1. Himpunan S dikatakan terbatas ke atas (bounded

above) jika terdapat suatu bilangan ueR sedemikian
hingga s <u untuk semua se§S . Setiap bilangan u
seperti ini disebut dengan batas atas (upper bound)
dari S

2. Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah (bounded
below) jika terdapat suatu bilangan we R sedemikian
hingga w <s untuk semua seS§ . Setiap bilangan w
seperti ini disebut dengan batas bawah (lower bound)
dari S.

3. Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika
terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Jika tidak,
maka dikatakan tidak terbatas (unbounded).

Sebagai contoh, himpunan § := {xe R: x <3} ini terbatas
ke atas, sebab bilangan 3 dan sebarang bilangan lebih dari 3
merupakan batas atas dari S. Himpunan ini tidak mempunyai
batas bawabh, jadi himpunan ini tidak terbatas ke bawah. Jadi,
S merupakan himpunan yang tidak terbatas
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Definisi 1.3.2

Misalkan Sc R

1. Jika S terbatas diatas, maka suatu batas atas dikatakan
suprimum (batas atas terkecil) dari S jika ia lebih kecil dari
setiap batas atas yang lain dari S.

2. Jika S terbatas dibawah, maka suatu batas bawah
dikatakan infimum (batas bawah terbesar) dari S jika ia
lebih besar dari setiap batas bawah yang lain dari S.
Definisi di atas dapat dinyatakan dengan cara lain:

a. u € Rsuprimum dari S c R, jika memenuhi dua sifat:
1) s<uuntuksemuaseS
2) Jikas<vuntuk semuas e Smakau<v
Ditulisu=sup S.
b. t € R infimum dari S ¢ R, jika memenuhi dua sifat
berikut:
1) s>tuntuksemuase S
2) Jikas>runtuk semuas e Smakat>r.
Ditulis t = inf S

Jika diberikan suatu himpunan S subset dari R , maka
hanya terdapat satu supremum, atau supremumnya tunggal.
Juga dapat ditunjukkan bahwa jika u' adalah sebarang batas
atas dari suatu himpunan tak kosong S, maka sup § <u',
sebab sup S merupakan batas atas terkecil dari S. Suatu subset
tak kosong S € R mempunyai empat kemungkinan, yaitu

a. mempunyai supremum dan infimum,

b. hanya mempunyai supremum,

¢. hanya mempunyai infimum,

d. tidak mempunyai infimum dan supremum.
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Setiap bilangan real aeR merupakan batas atas dan
sekaligus juga merupakan batas bawah himpunan kosong <.
Jadi, himpunan & tidak mempunyai supremum dan infimum.

Teorema 1.3.3

Suatu batas atas u dari himpunan tak kosong S di R adalah
supremum dari S jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > 0
terdapat s, € S sehingga u - € <s..

Bukti:

(<) Misalkan u batas atas sehingga untuk setiap € > 0,
terdapat s, € S sehingga u - € <s..

Akan ditunjukkan u = sup S. Misalkan v batas atas dan
V#U.

Andaikan v < u, ambil € = u - v > 0, menurut hipotesis,
maka terdapat s, € S sehingga u - € < s.. Akibatnyau - (u-v) =
v < s.. Ini suatu kontradiksi bahwa v batas atas, jadi haruslah v
> u, yang berarti u = batas atas terkecil dari S. Jadi u = sup S.

(=) Misalkan u = sup S dan ambil € > 0 sebarang. Karena u
- ¢ < u, maka u - € bukan batas atas dari S. Ini berarti terdapat
s. € Ssehinggau-¢g<s,.

Contoh-contoh:

1. Jika S; hanya mempunyai berhingga unsur, maka dapat
ditunjukkan bahwa §; mempunyai unsur terbesar u dan
unsur terkecil v. Maka u = sup S; dan v = inf S;. Dimana u
dan v unsur-unsur di S;.

2. Himpunan S; = {x € R: 0 < x < 2}. Himpunan ini
mempunyai batas atas terkecil 2 dan batas bawah
terbesar 0 yang keduanya terletak pada S-.
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3. Himpunan S; = {x € R: 0 < x < 2}. Himpunan ini
mempunyai batas atas terkecil 2 dan batas bawah
terbesar 0 tetapi keduanya tidak terletak pada Ss.

Sifat Lengkap R (Aksioma Suprimum R) 1.3.4

Jika subset tak kosong S — R terbatas ke atas maka
suprimumnya ada, yaitu terdapat u € R, sedemikian sehingga
u=supS

Akibat 1.3.5

Jika subset tak kosong S — R terbatas ke bawah, maka

infimumnya ada, yaitu terdapat weR sedemikian hingga w
=inf S
Bukti:

Misalkan himpunan T terbatas ke bawah, T < R. Dibentuk
himpunan S={—t: t €T}, maka S terbatas ke atas dan tidak
kosong. Menurut Aksioma Supremum, sup S ada, namakan u
=sup S, maka—u=infT.

Teorema 1.3.6

Diberikan subset tak kosong S — R yang terbatas ke atas
dan sebarang aeR . Didefinisikan himpunan a +S :={a +s :
seS} , maka berlaku

sup(@a+S)=a+sup(S)
Bukti:

Jika diberikan u :=sup S, maka x < u untuk semua xeS§,
sehingga a + x < a + u . Oleh karena itu, a + u merupakan batas
atas dari himpunan a +S . Akibatnya sup(a +S )<a +u .
Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atas a +S ,
maka a + x <v untuk semua xS . Akibatnya x <v — a untuk
semua xeS , sehingga v —a merupakan batas atas S. Oleh
karena itu, u =sup S <v —a . Karena v adalah sebarang batas
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atas a +S , maka dengan mengganti v dengan u =sup S,
diperoleh a + u < sup(a + S ). Di lain pihak diketahui sup(a + S
)<a + u . Akibatnya terbukti bahwa sup(a +S)=a +u =a
+sup S

Teorema 1.3.7

Diberikan subset tak kosong S — R yang terbatas dan
sebarang bilangan real a > 0. Didefinisikan himpunan a$
:= {as : seS}, maka berlaku

inf(aS)=ainf(S)
Bukti:

Tulis u =inf aS dan v =inf S . Akan dibuktikan bahwa u
=av . Karena u =inf aS, maka u <as , untuk setiap seS .
Karena v = inf S, maka v <s untuk setiap seS . Akibatnya av
< as untuk setiap seS . Berarti av merupakan batas bawah as.
Karena u batas bawah terbesar a$, maka av < u . Karena u < as

untuk setiap seS ,maka diperoleh g < s untuk setiap seS
(sebab a > 0 ). Karena v = inf S, maka % < v yang berakibat u

<av . Di lain pihak diketahui av <u . Akibatnya u =av . Jadi,
terbukti bahwa inf (aS) = a inf (§).

Teorema 1.3.8

Jika A dan B subset tak kosong R dan memenuhi a <b
untuk semua ae A dan beB, makasup A <infB.
Bukti:

Diambil sebarang beB , maka a < b untuk semua ae A .
Artinya bahwa b merupakan batas atas 4, sehinggasup A<b.
Selanjutnya, karena berlaku untuk semuabeB , maka sup A
merupakan batas bawah B. Akibatnya diperoleh bahwa sup A
<infB.

Analisis Real | 21



Soal Latihan

1. Misalkan S7 = {x € R: x > 0}. Tunjukkan bahwa himpunan
S: mempunyai batas bawah tetapi tidak mempunyai batas
atas. Tunjukkan inf S!

Petunjuk bukti:
Karena x > 0, untuk setiap x € S1, maka menurut definisi 0
adalah salah satu batas bawah ddari S.
Permasalahan: Akan ditunjukkan bahwa 0 = inf S1.
Misalkan t sebarang batas bawah S1, akan ditunjukkan t <
0.
Andaikan t > 0, karena 0 € S1 berarti t bukan batas bawah
S1. Kontradiksi dengan t batas bawah S1.
Pengandaian t > 0 salah.

Jadi t < 0. 0 adalah salah satunya batas bawah dari Sy, t
sebarang batas bawah S; sehingga t < 0 maka menurut
definisi 0 = inf S;.

2. Misalkan S; ={x € R; x > 0}. Apakan S, memiliki batas
bawah? Tunjukkan pernyataan saudara
Petunjuk Bukti:
Karena x > 0, untuk setiap x € S2.
Permasalahan: akan dibuktikan bahwa 0 = inf S2.
Andaikan 0 bukan batas bawah dari S2 berarti terdapat s
€ S sehingga s < 0.
s < 0 maka s¢ S. Kontradiksi dengan se S.

Jadi pengandaian 0 bukan batas bawah dari S; adalah

salah. Jadi 0 batas bawah dari S..
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3. Misalkan S3 ={1-(-1)?/n: n € N }. Temukan inf S3 dan sup
S3.
Petunjuk penyelesaian:
Permasalahan:akan ditentukan inf S3 dan sup S3.
Penyelesaian:
Tentukan anggota dari himpunan Sz kemudian
tentukan inf S3 dan Sup Ss.

4. Misalkan S; = {x € R: 2 <x < 5}. Tentukan suprimum dan
infimum dari S4.
Petunjuk penyelesaian:
Permasalahan: akan ditentukan suprimum dan infimum
S4.
Penyelesaian:

Tentukan batas bawah dan batas atas himpunan S,,

kemudian tentukan batas atas terkecil dan batas bawah
terbesarnya.
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D. Sifat Archimedes pada R

Perhatikan bilangan asli N. Bilangan asli ini terbatas
dibawah oleh 1, tetapi tidak terbatas di atas oleh R. Ini berarti
bahwa jika diberikan sebarang bilangan real x, maka terdapat
n € N sehingga x < n.

Teorema 1.4.1 (Teorema Archimedes)

Jika x € R maka terdapat bilangan asli n € N sehingga
X<n.

Bukti:

Ambil sebarang x € R. Andaikan tidak ada n € N
sedemikian sehingga x < n, maka n < x, untuk setiap n € N.
Dengan kata lain, x merupakan batas atas N. Jadi N c R, N = ¢,
dan N terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, maka
sup N ada, tulis u = sup N. Karena u - 1 < u, maka menurut
Teorema 1.3.3 terdapat m € N sehingga u - 1 < m. Tetapi
kemudian u < m + 1 dengan (1 + m) € N. Timbul kontradiksi
dengan u = sup N, artinya u bukan batas atas dari N. Jadi
pengandaian salah,yang benar adalah terdapat n € N sehingga
x<n.

Akibat 1.4.2

Jika S:= {%,n € N}, makainfS=0
Bukti:

Karena S # O terbatas ke bawah oleh 0, maka S
mempunyau infimum, tulis w:=inf S . Jelas bahwa w >0 .
Untuk sebarang €>0 , menggunakan Sifat Archimedes,

terdapat neN sedemikian hingga é < n akibatnya % < & Oleh

: 1 :
karena itu 0 < w < ~<e Akan tetapi karena ¢ > 0 sebarang,
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maka berdasarkan Teorema 1.2.8 berakibat bahwa w = 0.
Terbukti bahwa inf S = 0.

Akibat 1.4.3

Misalkan y dan z bilangan real positif, maka :

a. Terdapatn € N sehingga z < ny
b. Terdapatn € N sehinggaO<1/n<y
c. Terdapatn € Nsehinggan-1<z<n
Bukti:
a. Sebutx = 5 > 0, maka terdapat n € N sehingga § =x<

n. Oleh karena itu z < ny.
b. Dari bukti (a) ambil z =1, maka 1 < ny untuk suatun €

N. Akibatnya % <y.Jadi0 < % <y

c. Sifat Archimedes menjamin bahwa subset K = {m € N:
z < m}. Jelas K # ¢. Misalkan n bilangan terkecil dari
himpunan ini, maka n - 1 bukan anggota himpunan ini,
sehinggan-1<z<n.

Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional
diR

Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat
digunakan untuk memberikan jaminan eksistensi bilangan-
bilangan real. Berikut ini akan ditunjukkan bahwa ada
bilangan real positif x sedemikian hingga x?= 2.

Teorema 1.4.4

Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x 2= 2.
Bukti:

Dibentuk himpunan § ={se R: s >0 dan s? <2}. Jelas
bahwa § # & sebab 0eS dan 1€S. S terbatas ke atas dengan
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salah satu batas atasnya adalah 2. Jika t > 2 ,maka t 2> 4. Jadi,
t=2¢S.Menggunakan Aksioma Supremum, Sc R, S # &, dan
S terbatas ke atas, maka S mempunyai supremum. Namakan x
=sup S , dengan xe<R. Akan dibuktikan bahwa x2 =2.
Andaikan x2 # 2, maka x2< 2 ataux2> 2.

Kemungkinan I: Untuk x2< 2.

1 1
Karenax?2<2,maka2—-x2>0. Karenaﬁszmaka,
1 2 1 1
(x4 D¥=x*+ =x+ S<x2+-(2x+1)
n n n n

2 —x2

Karena 2 - x2 > 0 dan 2x + 1 > 0 maka v > (0. Menurut sifat

akibat Archimedes, dapat ditemukan n € N sehingga,

1 _2-x?

n  2x+1
Akibatnya,

~(2x+1)<2-x2
dan

(x+ %)2<x2+%(2x+ 1)=x2+2-x2=2

Diperoleh bahwa, (x + %)2 < 2, yang berarti bahwa x + %

€ S. Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu tidak
mungkin x2 < 2.

Kemungkinan II: x2 > 2
Karena x2 > 2 maka x2 - 2 > 0, Perhatikan bahwa:

—yz_,2_ 2 22 2
(x m) =x X+ o> x X
Karena x2 — 2 > 0 dan 2x > 0, maka dipilih meN sedemikian
hingga:

2x 2x
~—atau = < x? —2
xc=2 m

m >
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akibatnya,

_Xya2g,2_ 2 2 (v2 _ 9 =
(x— ?>x*— ~x>x2-(x* —2)=2

Diperoleh bahwa (x — %)2 > 2. Berarti x — % ¢ S, yaitu x —

% batas atas. Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu

tidak mungkin x% > 2. Jadi pengandaian salah, seharusnya x2 =
2.

Teorema 1.4.5 (The Density Theorem)

Jika x dan y bilangan real dengan x < y maka terdapat
bilangan rasional r sehinggax<r<y.
Bukti:

Tanpa mengurangi keumuman (without loss of generality),
diambil x > 0. Menurut sifatArchimedes, terdapat n € N
sehingga n > y%x, jadiny - nx > 1.

Karena nx > 0, maka menurut Akibat 1.4.3, terdapat m € N
sehingga m - 1 <nx <m, m ini juga memenuhi m < ny (karena
m - nx <1< ny - nx atau m < ny).

Jadi kita peroleh nx < m < ny atau x < % <y.Pilihr= %, jadi

r bilangan rasional dan memenuhi x < r <y.
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Soal Latihan

1. Jika x, y € R dengan x < y buktikan bahwa ada bilangan
irrasional r sedemikian sehingga x <r <y!
Petujuk bukti:
Permasalahan: akan ditujukkan bahwax <r <y
Diketahui x,y € Rdenganx <y.

Dengan menggunakan Teorema Densitas, dan sifat

bilangan rasional. Akibatnya x < qV2 < y dan qV2
merupakan bilangan irrasional.

2. JikaS:= {%:n € N},buktikan inf S = 0!
Petunjuk bukti:
Permasalahan: Akan ditunjukkan bahwa inf S = 0.
Karena S # & terbatas kebawah oleh 0, makaS
mempunyai infimum. Di tulis w:= inf S. Jelas w > 0.

Dengan menggunakan sifat Archimedes dan Teorema
1.2.8 diperoleh bahwa inf S = 0.

3. Jikay >0, terdapat ny € N, buktikan ny - 1 <y < ny!
Petunjuk bukti:
Permasalahan: akan ditunjukkan ny -1 <y < ny.

Dengan menggunakan sifat Archimedes dan sifat
urutan. E;, mempunyai elemen yang paling Kkecil
dinotasikan dengan ny. Oleh karena itu ny -1 bukan
elemen Ey. Akibatnyany -1 <y <n,.
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BAB II
BARISAN BILANGAN REAL

Pada bab ini dibahas mengenai pengertian barisan
bilangan real. Selanjutnya, dibahas tentang limit dan
konvergensi dari suatu barisan. Di antaranya adalah Teorema
Konvergen Monoton, prinsip barisan bagian, dan Kriteria
Cauchy untuk barisan yang konvergen.

A. Barisan dan Limit Barisan

Barisan (sequence) pada himpunan S adalah suatu fungsi
dengan domain N dan mempunyai range dalam S. Pada
subbab ini akan dibahas mengenai barisan di R dan
konvergensi dari suatu barisan

Definisi 2.1.1.
Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang
didefinisikan pada himpunan N dengan range dalam R.
Dengan kata lain, barisan dalam R mengawankan setiap

bilangan asli n =1, 2,3,.. kepada suatu bilangan real. Jika X
:N—>R merupakan barisan, maka biasanya dituliskan dengan
nilai dari X pada n dengan notasi x, . Barisan sering
dinotasikan dengan X atau (x,) atau ( x,: n € N) atau { x, }atau
{ Xn}n>1. Apabila diketahui suatu barisan Y, artinya Y = (yx).

Contoh 2.1.1
1. Barisan (x,) dengan x, = (-1)” adalah barisan -1, 1, -1,
1,-11, .., (-1 ...
. 1 (1 111 1
2. Barisan (x,) dengan x, = o (z_n’n € N) =ovy
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3.
4.

Barisan konstan (k.), dengan k,, = 2 adalah 2, 2, 2, 2, ...

. n 123 n
Barisan (—)=-,5,-, .., —
n+1) 23 4 n+1

) wus

Definisi 2.1.2

Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y.), dan a € R.
Maka dapat didefinisikan:

1.

2.
3.
4

(X”) + O/HJ = (Xn iyn), neN
o (xn)=(axs),neN

(xn) . (vn) = (Xn.yn),n e N

o= Gy)meonen

Definisi di atas menyatakan bahwa suku-suku barisan
baru yang merupakan jumlah dua barisan lainnya dibentuk
dengan menjumlahkan suku-suku yang berpadanan pada
kedua barisan lainnya. Untuk barisan-barisan selisih, hasil
kali dan hasil bagi dua barisan, dikerjakan dengan cara yang

serupa. Sebagai contoh, jika X = (x,) = (1, =

111

..Jdan Y =
234

123

) =052 )makaX+Y=(1,1,1,1,.),X-¥=(1,0-3,

Z"")' Contoh lain, Misalkan X, Y suatu barisan

X=(3,6,9 12, .., 30, ...)
111 1
Y_(llEIEIZI'F;I')
Maka
X+Y= (4’ 13’ 28’ . 3n +1’
3 n

X - Y = (41 1_1: 26; ) 3n _11

2° 3 n

X.Y=(3,33,3,..3,.)
2x (6,12, 18, 24, .., 6n, ...)

= (3,12,27,48, .., 3n2, ...)
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