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KATA PENGANTAR 
 

Segala puji dan syukur kita haturkan kehadirat Allah Swt 

yang telah memberikan rahmat, taufik, dan hidayah-Nya 

kepada kita semua sehingga dapat menjalankan aktivitas 

sehari-hari dan khususnya kepada penulis yang selalu diberi 

kelancaran untuk menyelesaikan penulisan Buku Analisis 

Real ini. 

Dengan keberadaan buku ini, diharapkan dapat 

membantu para mahasiswa untuk lebih mudah memahami 

konsep-konsep Analisis Real. Buku ini disajikan kepada 

pembaca yang telah mempelajari kalkulus, teori himpunan, 

dan barisan elementer. 

Matematika Perguruan Tinggi lebih menekankan pada 

pembentukan pola pikir matematika yaitu logis, kritis, dan 

tegas. Jadi bukan lagi untuk mengasah kemampuan berhitung 

semata atau kemampuan menerapkan konsep ke dalam 

pemecahan masalah. Mahasiswa diharapkan dapat mengasah 

pola pikirnya melalui ketekunan dalam mempelajari langkah 

demi langkah berbagai aksioma, definisi, lemma, maupun 

teorema-teorema yang berkaitan dengan bilangan real.  

Analisis real adalah suatu cabang matematika yang 

merupakan dasar di dalam matematika untuk berfikir formal 

yaitu berfikir secara deduktif aksiomatik. 

Buku ini di tulis berdasarkan pada pengalaman penulis 

mengajar mata kuliah Analisis Real pada Jurusan Matematika 

Fakultas Sains dan Teknologi UIN Alauddin Makassar, yang 

kemudian dilengkapi dengan beberapa bab dan tambahan 

beberapa definsi dan teorema sehingga terbentuk tulisan 

dalam bentuk buku. Selain itu penulis merasa bahwa buku 

yang membahas Analisis Real hingga saat ini masih cukup 

langkah, khususnya buku-buku yang berbahasa Indonesia. 
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Dalam buku ini dibahas konsep-konsep dari Analisis Real 

yang diharapkan agar pembaca dapat memulai berfikir secara 

deduktif aksiomatik, dalam mempelajari materi-materi yang 

lebih abstrak. 

Buku ini membahas tentang sistem bilangan real, barisan 

bilangan real, limit fungsi dan kekontinuan di R, turunan 

fungsi, Integral Riemann, topologi diruang cartesius, dan 

ruang metrik. Selanjutnya buku yang dihasilkan ini digunakan 

untuk perkuliahan di Fakultas Sains dan Teknologi Jurusan 

Matematika UIN Alauddin Makassar, karena adanya 

keterbatasan referensi.  

Penulis menyadari bahwa buku edisi sebelumnya masih 

ada beberapa kekurangan, oleh karena itu  buku edisi revisi 

ini diterbitkan untuk melengkapi kekurangan-kekurangan 

pada edisi sebelumnya, untuk itu penulis mengharapkan 

saran dan kritik yang membangun dari pembaca demi 

penyempurnaan buku ini dalam edisi yang akan datang. 

Akhirnya penulis menyampaikan ucapan terima kasih 

kepada semua pihak yang telah membantu dalam penulisan 

buku ini. Semoga buku ini dapat bermanfaat bagi, penulis, 

pembaca dan perkembangan ilmu pengetahuan secara umum. 

Amiiin. 

 

    Makassar,  Juli 2020 

 

 

 

    Penulis  
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BAB I 
SISTEM BILANGAN REAL 

 

Pada bagian ini dibahas tentang aljabar pada bilangan 

real, sifat urutan pada R, sifat kelengkapan pada R, dan sifat 

Archimedes pada R. 

 

A. Aljabar pada Bilangan Real 

Pada himpunan bilangan real R terdapat dua operasi biner 

yang dilambangkan dengan + dan . dan berturut-turut disebut 

penambahan dan perkalian. Operasi-opersi tersebut 

mempunyai sifat: 

1. Sifat komutatif yaitu a + b = b + a, untuk setiap a, b  R 

2. Sifat assosiatif yaitu (a + b) + c = a + (b + c), untuk setiap a, 

b, c  R 

3. Eksistensi unsur nol. Terdapat unsur nol di R sehingga 0 + 

a = a + 0 = a, untuk setiap a  R 

4. Eksistensi unsur negatif. Untuk setiap a  ℝ, terdapat 

unsur –a  R sehingga a + (-a) = (-a) + a = 0 

5. Sifat komutatif perkalian. a . b = b . a, untuk setiap a, b  R 

6. Sifat assosiatif perkalian. (a . b) c = a (b . c), untuk setiap a, 

b, c  R 

7. Eksistensi unsur satuan di R. Terdapat unsur 1 di ℝ yang 

berbeda dengan nol sehingga 1 . a = a . 1 = a untuk setiap a 

 R 

8. Eksistensi unsur kebalikan. Untuk setiap a  0 di R 

terdapat unsur 
1

𝑎
 di R sehingga a . 

1

𝑎
 = 

1

𝑎
 . a = 1 

9. Sifat distributif perkalian terhadap penjumlahan. a .(b + c) 

= (a . b) + (a . c) dan (b + c) .a = (b . a) + (c . a) untuk setiap 

a, b, c  R. 
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Teorema 1.1.1 

a. Jika z dan a unsur di R sehingga z + a = a maka z = 0 

b. Jika u dan b  0 unsur di R sehingga u . b = b maka u = 1 

Bukti: 

a. z + a = a 

z + a + (-a)  = a + (-a)     [Tambahkan (-a) pada kedua ruas] 

      z + 0  = 0   [sifat 4] 

   z  = 0   [sifat 3] 

b. u . b = b, karena b  0 maka terdapat 
1

𝑏
  di ℝ, selanjutnya 

kedua ruas kita kalikan dengan 
1

𝑏
 sehingga, 

(u . b). 
1

𝑏
   = (b . 

1

𝑏
) 

u . (b . 
1

𝑏
)  = (b . 

1

𝑏
)   [sifat 6] 

       u . 1   = 1   [sifat 8] 

            u    = 1   [sifat 7] 

 

Teorema 1.1.2 

a. Jika a dan b unsur-unsur di R sehingga a + b = 0, maka b = 

-a 

b. Jika a  0 dan b unsur-unsur di R sehingga a . b = 1, maka b 

=  
1

𝑎
 

Bukti: 

a. a + b = 0 

(-a) + (a + b) = (-a) + 0     [Tambahkan (-a) pada kedua ruas] 

   (-a + a) + b    = -a  [sifat 2 dan sifat 3] 

                0 + b   = -a   [sifat 4] 

                       b   = -a  [sifat 3] 

b. a . b = 1 

Karena a  0, maka terdapat  
1

𝑎
 di R, selanjutnya kedua 

ruas kita kalikan dengan 
1

𝑎
 sehingga 
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1

𝑎
 . (a . b) = 

1

𝑎
 . 1 

(
1

𝑎
 . a) . b = 

1

𝑎
   [Sifat 6 dan sifat 7] 

1 . b = 
1

𝑎
     [sifat 8] 

b = 
1

𝑎
     [sifat 7] 

 

Teorema 1.1.3 

Jika a  R, maka  

a. a . 0 = 0 

b. (-1) . a = -a 

c. –(-a) = a 

d. (-1)(-1) = 1 

Bukti: 

a. a + a .0  = a . 1 + a . 0 

= a (1 + 0) 

= a . 1 

= a 

Selanjutnya: 

(-a) + (a + a . 0) = (-a) + a 

   (-a + a) + a .0  = 0 

              0 + a . 0  = 0 

Jadi a . 0 = 0 

b. (-1) . a + a = (-1) . a + 1 . a 

= (-1 + 1) . a 

= 0 . a 

= 0 

Jadi (-1) . a = -a 

 

c. -(-a) + (-a) = (-1)(-a) + 1.(-a) 

 = (-1 + 1)(-a) 

 = 0 . (-a) 
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 = 0 

Jadi –(-a)   = a  

d. Dari bukti (b) ambil a = -1 maka diperoleh  

(-1) . (-1)  = -(-1) 

= 1 (bukti c) 

 

Teorema 1.1.4 

Misalkan a, b, c unsur-unsur di R 

a. Jika a  0 maka 
1

𝑎
  0 dan 

1

(
1

𝑎
)
 = a 

b. Jika a . b = a . c dan a  0 maka b = c 

c. Jika a . b = 0 maka a = 0 atau b = 0 

Bukti teorema di atas sebagai latihan bagi pembaca. 

 

Bilangan rasional dan bilangan irrasional 

Unsur di R yang dapat ditulis sebagai 
𝑎

𝑏
 dengan a, b 

bilangan bulat, b  0 disebut bilangan rasional. Himpunan 

bilangan rasional dilambangkan dengan Q jadi  

 

Q = {x : 
𝑎

𝑏
| a, b  Z, b  0} 

 

Akan tetapi, tidak semua elemen R merupakan elemen Q, 

seperti √2 yang tidak dapat dinyatakan ke dalam bentuk 
𝑏

𝑎
. 

Elemen R yang bukan elemen Q disebut bilangan irrasional 

(irrational numbers).  

Akan ditunjukkan bahwa tidak terdapat bilangan rasional 

yang kuadratnya adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan 

istilah genap dan ganjil. Suatu bilangan asli disebut genap 

apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n untuk suatu n  N, 

dan disebut ganjil apabila bilangan itu mempunyai bentuk 2n 

−1 untuk suatu n  N. 
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Teorema 1.1.5 

Tak ada bilangan rasional t sehingga t2 = 2 

Bukti: 

Andaikan ada t  Q sehingga t2 = 2, maka dapat dipilih p, q 

di Z sehingga (
𝑝

𝑞
)2 = 2 dan (p, q) = 1 karena p2 = 2q2, maka p2 = 

genap. Akibatnya p genap sehingga p = 2m untuk suatu m 

bilangan bulat sehingga 4m2 = 2q2 atau q2 = 2m2, yang berarti 

q2 genap akibatnya q juga genap. Karena p, q keduanya genap, 

maka (p,q) > 1. Ini bertentangan dengan (p,q) = 1. Jadi 

haruslah tak ada bilangan rasional t sehingga t2 = 2. 

 

B. Sifat Urutan pada R  

Pada himpunan bilangan real R, terdapat himpunan tak 

kosong P dari R yaitu bilangan positif yang memenuhi sifat: 

a. Jika a, b di P maka a + b di P 

b. Jika a, b di P maka ab di P 

c. Jika a di R maka tepat satu pernyataan berikut 

dipenuhi : a di P, a = 0, dan – a di P. Sifat ini sering 

dinamakan sifat trikotomi. 

 

Definisi 1.2.1 

Jika a di P dikatakan bahwa a bilangan real positif dan 

ditulis a > 0. Jika a di P atau 0, dikatakan bahwa a bilangan 

nonnegatif dan ditulis a  0, jika –a di P dikatakan bahwa a 

bilangan real negatif dan ditulis a < 0, jika –a di P atau 0, 

dikatakan bahwa a nonpositif dan ditulis a  0. 
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Definisi 1.2.2 

Misalkan a, b unsur-unsur di R  

a. Jika a – b di P maka kita tulis a > b atau b < a 

b. Jika a – b di P  {0} maka kita tulis a  b atau b  a, 

selanjutnya kita tulis a < b < c yang berarti a < b dan b 

< c. 

 

Teorema 1.2.3 

Misalkan a,b,c unsur-unsur di R  

a. Jika a > b dan b > c maka a > c 

b. Terdapat tepat satu hubungan a < b, a = b, a > b 

c. Jika a  b dan b  a maka a = b 

Bukti: 

a. Diketahui a > b dan b > c, ini berarti a – b, b – c di P. 

Jadi (a – b) + (b – c) di P atau    a – c di P. Dengan kata 

lain a > c 

b. Dengan sifat trikotomi maka terdapat tepat satu 

hubungan a – b di P, a – b = 0, atau –(a – b) = b – a di P 

atau a > b, a = b atau a < b 

c. Andaikan a  b, maka a – b  0 yang berarti a – b di P 

atau –(a – b) = b – a di P. Jadi a > b atau a < b. Ini 

bertentangan dengan hipotesis yaitu a  b dan a  b. 

Jadi haruslah a = b. 

 

Teorema 1.2.4 

Jika a  R dan a  0 maka a2 > 0. 

Bukti: 

Dengan sifat trikotomi maka a  P atau –a  P,  

jika a  P maka a2 = a . a  P 

jika –a  P maka a2 = (-a) . (-a)  P.  

Jadi a2 > 0 
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Teorema 1.2.5 

Misalkan a, b, c, d unsur-unsur di R 

a. Jika a > b maka a + c > b + c 

b. Jika a > b dan c > d maka a + c > b + d 

c. Jika a > b dan c > 0 maka ac > bc 

Jika a > b dan c < 0 maka ac < bc 

d. Jika a > 0 maka 
1

𝑎
 > 0 

Jika a < 0 maka 
1

𝑎
 < 0 

Bukti sebagai latihan 

 

Teorema 1.2.6 

Jika a, b di R dan a > b, maka a > 
1

2
 (a + b) > b. 

Bukti: 

Karena a > b maka 2a = a + a > a + b dan a + b > b + b = 2b. 

Jadi 2a > a + b > 2b. 

Selanjutnya karena 2 >0 maka 
1

2
 > 0 dan menurut Teorema 

1.2.5.c kita peroleh: 

a = 
1

2
(2a) > 

1

2
 (a + b) > 

1

2
 (2b) = b. Jadi a > 

1

2
 (a + b) > b. 

 

Teorema 1.2.7 

Jika a  R, a > 0 maka a > 
1

2
a > 0 

Bukti diserahkan kepada pembaca sebagai latihan 

 

Teorema 1.2.8 

Jika a   R sedemikian sehingga 0 ≤ a <   untuk setiap  > 

0 maka a = 0 

Bukti: 

Andaikan a > 0 maka a >  
𝑎

2
 > 0. Diambil 0 =  

𝑎

2
 (0 adalah 

bilangan real positif tegas), maka a > 0 > 0. Kontradiksi 
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dengan pernyataan 0 ≤ a <   untuk setiap  > 0. Jadi 

pengandaian salah, seharusnya a = 0. 

Perkalian antar dua bilangan positif hasilnya adalah 

positif. Akan tetapi, hasil perkalian yang positif belum tentu 

setiap faktornya positif. 

 

Teorema 1.2.9 

Jika ab > 0, maka berlaku  

i. a > 0 dan b > 0, atau 

ii. a < 0 dan b < 0. 

 

Akibat 1.2.10 

Jika ab < 0, maka berlaku 

i. a < 0 dan b > 0, atau 

ii. a > 0 dan b < 0. 
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Soal Latihan 

 

1. Jika a  R sehingga a . a = a buktikan a = 0 atau a = 1! 

Petunjuk ringkas penyelesaian soal: 

Soal di atas boleh dibuktikan salah satunya saja yaitu a = 0 

atau a = 1.  

Permasalahan: Akan dibuktikan bahwa, jika a  R 

sehingga a . a = a maka a = 0 atau a = 1. 

Petunjuk: 

Anggap a  0, dengan menggunakan Sifat 8 dalam aljabar 

pada bilangan real terbukti bahwa a.a = a maka a = 1. 

 

2. Jika a  R dan a  0 sehingga ab = ac buktikan b = c! 

Petunjuk ringkas penyelesaian soal: 

Permasalahan: Akan dibuktikan bahwa jika a  R dan a  

0 sehingga ab = ac maka b = c. 

Petunjuk: 

Diketahui bahwa a  0, maka 
1

𝑎
 ada. Dengan mengalikan 

1

𝑎
 

pada kedua ruas dari ab = ac dan dengan menggunakan 

sifat 6, sifat 7, dan sifat 8 dalam aljabar pada bilangan real 

diperoleh b = c.  

 

3. Jika a  R dan a  0 buktikan a2 > 0! 

Petunjuk ringkas penyelsaian soal: 

Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jika a  R dan a  0 

maka a2 > 0. 

Petunjuk: 

Diketahui a  R dan a  0, dengan menggunakan sifat 

urutan (3) yaitu sifat trikotomi maka a di P atau –a di P. 

Dari sifat ini diperoleh bahwa a2 > 0 
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4. Jika a > b dan c > d buktikan a + c > b + d! 

Petunjuk ringkas penyelesaian soal: 

Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jika a > b dan c > d 

maka a + c > b + d. 

Petunjuk: 

Diketahui a > b dan c > d, berdasarkan definisi 1.2.2 (i) 

maka a-b di P dan c – d di P. dengan menggunakan sifat 

urutan (1) maka terbukti a + c > b + d.  

 

5. Jika a > b dan c > 0 buktikan ca > cb! 

Petujuk ringkas penyelesaian soal: 

Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jika a > b dan c > 0 

maka ca > cb. 

Petunjuk: 

Diketahui a > b dan c > 0, berdasarkan definisi 1.2.2 (i) 

maka a – b di P dan c di P. Dengan menggunakan sifat 

urutan (2) maka terbukti ca > cb. 

 

6. Jika a > b dan c < 0 buktikan ca < cb! 

Petujuk ringkas penyelesaian soal: 

Permasalahan: akan dibuktikan bahwa jika a > b dan c < 0 

maka ca < cb. 

Petunjuk: 

Diketahui a > b dan c < 0, berdasarkan definisi 1.2.2 (i) 

maka a – b di P dan -c di P. Dengan menggunakan sifat 

urutan (2) maka terbukti ca < cb. 
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1. Ketaksamaan (Inequalities) 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bagaimana sifat urutan 

dapat digunakan untuk menyelesaikan suatu ketaksamaan. 

Perhatikan contoh dibawah ini. 

 

Contoh 1.2.1 

a. Tentukan himpunan A dari bilangan real x sedemikian 

sehingga 2x + 3  6. 

Jawab: 

Diketahui x  A dan 2x + 3  6, maka 

  2x + 3  6  2x  3  x  
3

2
 

Jadi A = {x  R: x  
3

2
} 

b. Diberikan B = {x  R: x2 + x > 2}. Tentukan bentuk lain dari 

B. 

Jawab: 

Diketahui x  B dan x2 + x > 2 atau x2 + x – 2 > 0 atau (x – 

1)(x + 2) > 0. Sehingga diperoleh bahwa  

1) x – 1 > 0 dan x + 2 > 0 diperoleh x > 1 dan x > -2 

yang berarti x > 1 

2) x – 1 < 0 dan x + 2 < 0 diperoleh x < 1 dan x < -2 

yang berarti x < -2 

Jadi himpunannya adalah B = {x  R: x > 1}  {x  R: x < -2} 

 

Teorema 1.2.11 

Jika a  0 dan b  0, maka  

a. a < b  a2 < b2  √𝑎 <  √𝑏  

b. a  b  a2  b2  √𝑎  √𝑏 

 

Teorema 1.2.12 Ketaksamaan Bernoulli 

Jika x > -1 maka (1 + x)n  1 + nx untuk semua n  N 
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Bukti: 

Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika. 

Untuk n = 1, maka 

(1 + x)1  1 + 1.x  1 + x  1 + x (pernyataan benar) 

 

Misalkan benar untuk n = k, yaitu (1 + x)k  1 + kx. Akan 

dibuktikan benar untuk n = k + 1, yaitu: 

(1 + x)k + 1 = (1 + x)k (1 + x)  (1 + kx) (1 + x) 

   = 1 + kx + x + kx2 

   = 1 + (k + 1) x + kx2 

 

Karena kx2 > 0, maka (1 + x)k + 1  1 + (k + 1) x, yang berarti 

benar untuk n = k + 1. Jadi, terbukti bahwa (1 + x)n  1 + nx 

untuk semua n  N 

 

Teorema 1.2.13 Ketaksamaan Cauchy 

Jika n  N dan a1, a2, …, an, b1, b2, …, bn  R, maka 

(a1b1 + a2b2 + … + anbn)2  (a12+ a22+ …+ an2) (b12+ b22+ …+ bn2) 

Atau  

(∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

≤ (∑ 𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) 

Selanjutnya, jika tidak semua bi = 0 maka 

(∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

≤ (∑ 𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) (∑ 𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

) 

 

Jika dan hanya jika terdapat s  R sedemikian hingga a1 = sb1, 

a2 = sb2, …, an = sbn. 

Bukti sebagai latihan. 
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2. Nilai Mutlak dan Garis Bilangan Real 

Dari sifat trikotomi, dapat ditarik kesimpulan bahwa jika 

a R dan a  0, maka a atau –a merupakan bilangan real 

positif. Nilai mutlak dari a  0 didefinisikan sebagai nilai 

positif dari dua bilangan tersebut. 

 

Definisi 1.2.14 

Nilai mutlak (absolute value) dari suatu bilangan real a, 

dinotasikan dengan |a|, didefinisikan sebagai 

  

|𝑎| ≔ {

𝑎, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑎 > 0
0, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑎 = 0

−𝑎, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑎 < 0
 

 

Sebagai contoh, |3| = 3 dan |-9| = 9. Dapat dilihat dari 

definisi di atas bahwa |a|  0 untuk semua a  R, dan bahwa 

|a| = 0 jika dan hanya jika a = 0.  

Juga bahwa |-a| = a untuk semua a  R. Berikut ini 

diberikan beberapa sifat nilai mutlak. 

 

Teorema 1.2.15 

(a) |ab| = |a| |b| untuk semua a  R. 

(b) |a|2 = a2 untuk semua a  R. 

(c) Jika c ≥ 0, maka |a| ≤ c jika dan hanya jika –c ≤ a ≤ c. 

(d) -|a| ≤ a ≤ |a| untuk semua a  R. 

Bukti: 

(a) Jika a = b = 0, maka terbukti. Jika a > 0 dan b > 0, maka 

ab > 0, sehingga |ab| = ab = |a||b. Jika a > 0 dan b < 0, 

maka ab < 0, sehingga |ab| = -ab = a(-b) = |a||b|. 

(b) Karena a2 ≥ 0, maka a2= |a2|=|aa| = |a||a|=|a2|. 
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(c) Jika |a| ≤ c, maka diperoleh a ≤ c yang berarti –c ≤ a ≤ c. 

Sebaliknya, jika –c ≤-a ≤ c, maka diperoleh a ≤ c dan –a 

≤ c. Jadi, |a| ≤ c. 

(d) Gunakan langkah yang sama seperti pada (c) dengan 

mengambil c = |a| 

 

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebut 

dengan Ketaksamaan Segitiga (Triangel Inequality). 

Teorema 1.2.16 (Ketaksamaan Segitiga) 

Jika a, b  R, maka |a + b| ≤ |a| + |b| 

Bukti: 

Dari Teorema 1.2.15 (d), diketahui -|a| ≤ a ≤ |a| dan -|b| ≤ b ≤ 

|b|. Dengan menjumlahkan kedua persamaan diperoleh 

-(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b|. 

Menggunakan Teorema 1.2.15 (c) diperoleh bahwa |a + b| ≤ 

|a| + |b|. 

 

Akibat 1.2.17 

Jika a, b  R, maka  

a. ||a| - |b|| ≤ |a – b| 

b. |a – b| ≤ |a| + |b| 

Bukti: 

a. Tulis a = a – b + b dan masukkan ke dalam Ketaksamaan 

Segitiga. Sehingga |a| = |(a – b) + b| ≤ |a – b| + |b|. 

Kurangkan kedua ruas dengan |b|, diperoleh |a| - |b| ≤ |a – 

b|. Gunakan cara yang sama untuk b = b – a + a, diperoleh 

-|a – b| ≤ |a| - |b|. Kombinasikan kedua ketaksamaan 

tersebut, diperoleh 

  -|a – b| ≤ |a| - |b| ≤ |a – b|. 

Menggunakan Teorema 1.2.15 (c) diperoleh bahwa ||a| - 

|b|| ≤ |a – b| 
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b. Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan –b, sehingga 

diperoleh  

|a – b| ≤ |a| + |-b|. Karena |-b| = b, maka diperoleh  

|a – b| ≤ |a| + |b|. 

 

Ketaksamaan Segitiga di atas dapat diperluas sehingga 

berlaku untuk sebarang bilangan real yang banyaknya 

berhingga. 

 

Akibat 1.2.18 

Jika a1, a2, …, a3 adalah sebarang bilangan real, maka  

|𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛| ≤ |𝑎1| + |𝑎2| + ⋯ + |𝑎𝑛|. 

 

Contoh 1.2.2 

Diberikan fungsi f yang didefinisikan dengan  

f(x) = 
2𝑥2−3𝑥+1

2𝑥−1
 untuk x  [2, 4]. Tentukan konstanta M 

sedemikian sehingga |f(x)| ≤ M, untuk setiap x  [2, 4]. 

Diketahui |f(x)| = 
2𝑥2−3𝑥+1

2𝑥−1
  

|2𝑥2 − 3𝑥 + 1| ≤ |2𝑥2| − |3𝑥| + |1| 

 = 2|𝑥2| + 3|x| + 1 

 = 2|42| + 3|4| + 1 

 = 45 

dan  

|2𝑥 − 1| ≥ ||2𝑥| − |1|| 

   ≥ ||2(2)| − |1|| 

   = 3 

 

Sehingga |f(x)| = 
2𝑥2−3𝑥+1

2𝑥−1
 ≤ 

45

3
. Jadi, dengan mengambil M = 

45

3
, 

didapat |f(x)| ≤ M , untuk setiap x  [2, 4]. 
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3. Garis Bilangan Real (The Real Line) 

Interpretasi geometri yang dikenal di antaranya garis 

bilangan real (real line). Pada garis real, nilai mutlak |a| dari 

suatu elemen a  R adalah jarak a ke 0. Jarak (distance) 

antara elemen a dan b di R adalah |a – b|. Perhatikan gambar 

berikut: 

 

 
Gambar 1.1 Jarak antara a = -1 dan b = 1 

 

Definisi 1.2.19 

Diberikan a  R dan  > 0. Persekitaran  ( neighborhood) 

dari a didefinisikan sebagai himpunan 

V (a) := {x  R: |x –a| < } = (a - , a + ) 

 

 
Gambar 1.2 Persekitaran V (a) . 

 

Dapat dilihat bahwa x  V(a) jika dan hanya jika a -  < x < 

a + .  
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Teorema 1.2.20 

Diberikan a  R. Jika x berada dalam persekitaran V(a) 

untuk setiap  > 0, maka x=a. 

Bukti: 

Jika x memenuhi |x-a|< untuk setiap  >0, maka 

berdasarkan Teorema 1.2.8 diperoleh bahwa |x-a| = 0, yang 

berakibat x = a. 

 

C. Kelengkapan pada R 

Definisi 1.3.1 

Diberikan subset tak kosong S  R 

1. Himpunan S dikatakan terbatas ke atas (bounded 

above) jika terdapat suatu bilangan uℝ sedemikian 

hingga s  u untuk semua sS . Setiap bilangan u 

seperti ini disebut dengan batas atas (upper bound) 

dari S 

2. Himpunan S dikatakan terbatas ke bawah (bounded 

below) jika terdapat suatu bilangan w R sedemikian 

hingga w  s untuk semua sS . Setiap bilangan w 

seperti ini disebut dengan batas bawah (lower bound) 

dari S. 

3. Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika 

terbatas ke atas dan terbatas ke bawah. Jika tidak, 

maka dikatakan tidak terbatas (unbounded). 

 

Sebagai contoh, himpunan S := x R: x  3 ini terbatas 

ke atas, sebab bilangan 3 dan sebarang bilangan lebih dari 3 

merupakan batas atas dari S. Himpunan ini tidak mempunyai 

batas bawah, jadi himpunan ini tidak terbatas ke bawah. Jadi, 

S merupakan himpunan yang tidak terbatas 
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Definisi 1.3.2 

Misalkan S  R 

1. Jika S terbatas diatas, maka suatu batas atas dikatakan 

suprimum (batas atas terkecil) dari S jika ia lebih kecil dari 

setiap batas atas yang lain dari S. 

2. Jika S terbatas dibawah, maka suatu batas bawah 

dikatakan infimum (batas bawah terbesar) dari S jika ia 

lebih besar dari setiap batas bawah yang lain dari S. 

Definisi di atas dapat dinyatakan dengan cara lain: 

a. u  R suprimum dari S  R, jika memenuhi dua sifat: 

1) s  u untuk semua s  S 

2) Jika s  v untuk semua s  S maka u  v 

Ditulis u = sup S . 

b. t  R infimum dari S  R, jika memenuhi dua sifat 

berikut: 

1) s  t untuk semua s  S 

2) Jika s  r untuk semua s  S maka t  r. 

Ditulis t = inf S 

 

Jika diberikan suatu himpunan S subset dari R , maka 

hanya terdapat satu supremum, atau supremumnya tunggal. 

Juga dapat ditunjukkan bahwa jika u' adalah sebarang batas 

atas dari suatu himpunan tak kosong S, maka sup S  u' , 

sebab sup S merupakan batas atas terkecil dari S. Suatu subset 

tak kosong S  R  mempunyai empat kemungkinan, yaitu 

a. mempunyai supremum dan infimum, 

b. hanya mempunyai supremum, 

c. hanya mempunyai infimum, 

d. tidak mempunyai infimum dan supremum. 
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Setiap bilangan real aR merupakan batas atas dan 

sekaligus juga merupakan batas bawah himpunan kosong . 

Jadi, himpunan  tidak mempunyai supremum dan infimum. 

 

Teorema 1.3.3 

Suatu batas atas u dari himpunan tak kosong S di R adalah 

supremum dari S jika dan hanya jika untuk setiap  > 0 

terdapat s  S sehingga u -  < s. 

Bukti: 

() Misalkan u batas atas sehingga untuk setiap  > 0, 

terdapat s  S sehingga u -  < s. 

Akan ditunjukkan u = sup S. Misalkan v batas atas dan  

v  u. 

Andaikan v < u, ambil  = u – v > 0, menurut hipotesis, 

maka terdapat s  S sehingga u -  < s. Akibatnya u – (u – v) = 

v < s. Ini suatu kontradiksi bahwa v batas atas, jadi haruslah v 

> u, yang berarti u = batas atas terkecil dari S. Jadi u = sup S. 

() Misalkan u = sup S dan ambil  > 0 sebarang. Karena u 

-  < u, maka u -  bukan batas atas dari S. Ini berarti terdapat 

s  S sehingga u -  < s . 

 

Contoh-contoh: 

1. Jika S1 hanya mempunyai berhingga unsur, maka dapat 

ditunjukkan bahwa S1 mempunyai unsur terbesar u dan 

unsur terkecil v. Maka u = sup S1 dan v = inf S1. Dimana u 

dan v unsur-unsur di S1. 

2. Himpunan S2 = {x  ℝ: 0  x  2}. Himpunan ini 

mempunyai batas atas terkecil 2 dan batas bawah 

terbesar 0 yang keduanya terletak pada S2. 
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3. Himpunan S3 = {x  ℝ: 0 < x < 2}. Himpunan ini 

mempunyai batas atas terkecil 2 dan batas bawah 

terbesar 0 tetapi keduanya tidak terletak pada S3. 
 

Sifat Lengkap R (Aksioma Suprimum R) 1.3.4 

Jika subset tak kosong S  R terbatas ke atas maka 

suprimumnya ada, yaitu terdapat u  R, sedemikian sehingga 

u = sup S 
 

Akibat 1.3.5 

Jika subset tak kosong S  R terbatas ke bawah, maka 

infimumnya ada, yaitu terdapat wR sedemikian hingga w 

= inf S 

Bukti: 

Misalkan himpunan T terbatas ke bawah, T  R. Dibentuk 

himpunan S = −t : t T , maka S terbatas ke atas dan tidak 

kosong. Menurut Aksioma Supremum, sup S ada, namakan u 

= sup S , maka −u = inf T.  
 

Teorema 1.3.6 

Diberikan subset tak kosong S  R yang terbatas ke atas 

dan sebarang aR . Didefinisikan himpunan a + S := a + s : 

sS , maka berlaku  

sup(a + S ) = a + sup(S ) 

Bukti: 

Jika diberikan u := sup S , maka x  u untuk semua xS , 

sehingga a + x  a + u . Oleh karena itu, a + u merupakan batas 

atas dari himpunan a + S . Akibatnya sup(a + S )  a + u . 

Selanjutnya, misalkan v adalah sebarang batas atas a + S , 

maka a + x  v untuk semua xS . Akibatnya x  v − a untuk 

semua xS , sehingga v − a merupakan batas atas S. Oleh 

karena itu, u = sup S  v − a . Karena v adalah sebarang batas 
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atas a + S , maka dengan mengganti v dengan u = sup S , 

diperoleh a + u  sup(a + S ). Di lain pihak diketahui sup(a + S 

)  a + u . Akibatnya terbukti bahwa  sup(a + S ) = a + u = a 

+ sup S 

 

Teorema 1.3.7 

Diberikan subset tak kosong S  R yang terbatas dan 

sebarang bilangan real a  0 . Didefinisikan himpunan aS 

:= as : sS, maka berlaku 

inf (aS ) = a inf (S ) 

Bukti: 

Tulis u = inf aS dan v = inf S . Akan dibuktikan bahwa u 

= av . Karena u = inf aS, maka u  as , untuk setiap sS . 

Karena v = inf S , maka v  s untuk setiap sS . Akibatnya av 

 as untuk setiap sS . Berarti av merupakan batas bawah aS. 

Karena u batas bawah terbesar aS, maka av  u . Karena u  as 

untuk setiap sS ,maka diperoleh 
𝑢

𝑎
 ≤  s untuk setiap sS 

(sebab a  0 ). Karena v = inf S , maka 
𝑢

𝑎
 ≤ v yang berakibat u 

 av . Di lain pihak diketahui av  u . Akibatnya u = av . Jadi, 

terbukti bahwa inf (aS ) = a inf (S ) 

 

Teorema 1.3.8 

Jika A dan B subset tak kosong R dan memenuhi a  b 

untuk semua a A dan bB , maka sup A  inf B . 

Bukti: 

Diambil sebarang bB , maka a  b untuk semua a A . 

Artinya bahwa b merupakan batas atas A, sehingga sup A  b . 

Selanjutnya, karena berlaku untuk semuabB , maka sup A 

merupakan batas bawah B. Akibatnya diperoleh bahwa sup A 

 inf B . 
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Soal Latihan 

 

1. Misalkan S1 = {x  R: x  0}. Tunjukkan bahwa himpunan 

S1 mempunyai batas bawah tetapi tidak mempunyai batas 

atas. Tunjukkan inf S! 

Petunjuk bukti: 

Karena x  0, untuk setiap x  S1, maka menurut definisi 0 

adalah salah satu batas bawah ddari S. 

Permasalahan: Akan ditunjukkan bahwa 0 = inf S1. 

Misalkan t sebarang batas bawah S1, akan ditunjukkan t ≤ 

0. 

Andaikan t > 0, karena 0  S1 berarti t bukan batas bawah 

S1. Kontradiksi dengan t batas bawah S1.  

Pengandaian t > 0 salah. 

Jadi t ≤ 0. 0 adalah salah satunya batas bawah dari S1, t 

sebarang batas bawah S1 sehingga t ≤ 0 maka menurut 

definisi 0 = inf S1. 

 

2. Misalkan S2 ={x  R; x > 0}. Apakan S2 memiliki batas 

bawah? Tunjukkan pernyataan saudara 

Petunjuk Bukti: 

Karena x > 0, untuk setiap x  S2. 

Permasalahan: akan dibuktikan bahwa 0 = inf S2. 

Andaikan 0 bukan batas bawah dari S2 berarti terdapat s 

 S sehingga s < 0. 

s < 0 maka s S. Kontradiksi dengan s S. 

Jadi pengandaian 0 bukan batas bawah dari S2 adalah 

salah. Jadi 0 batas bawah dari S2. 

 

 

 

 



 

Analisis Real | 23 

3. Misalkan S3 ={1-(-1)n/n: n  ℕ }. Temukan inf S3 dan sup 

S3. 

Petunjuk penyelesaian: 

Permasalahan:akan ditentukan inf S3 dan sup S3. 

Penyelesaian:  

Tentukan anggota dari himpunan S3, kemudian 

tentukan inf S3 dan Sup S3. 

 

4.  Misalkan S4 = {x  ℝ : 2  x < 5}. Tentukan suprimum dan 

infimum dari S4. 

Petunjuk penyelesaian: 

Permasalahan: akan ditentukan suprimum dan infimum 

S4. 

Penyelesaian: 

Tentukan batas bawah dan batas atas himpunan S4, 

kemudian tentukan batas atas terkecil dan batas bawah 

terbesarnya.  
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D. Sifat Archimedes pada R 

Perhatikan bilangan asli N. Bilangan asli ini terbatas 

dibawah oleh 1, tetapi tidak terbatas di atas oleh R. Ini berarti 

bahwa jika diberikan sebarang bilangan real x, maka terdapat  

n  N sehingga x < n. 

 

Teorema 1.4.1 (Teorema Archimedes)  

Jika x  R maka terdapat bilangan asli n  N sehingga  

x < n. 

Bukti:  

Ambil sebarang x  R. Andaikan tidak ada n  N 

sedemikian sehingga x < n, maka n  x, untuk setiap n  N. 

Dengan kata lain, x merupakan batas atas N. Jadi N  R, N  , 

dan N terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, maka 

sup N ada, tulis u = sup N. Karena u – 1 < u , maka menurut 

Teorema 1.3.3 terdapat m  N sehingga u – 1 < m. Tetapi 

kemudian u < m + 1 dengan (1 + m)  N. Timbul kontradiksi 

dengan u = sup N, artinya u bukan batas atas dari N. Jadi 

pengandaian salah,yang benar adalah terdapat n  N sehingga 

x < n. 

 

Akibat 1.4.2 

Jika S:= {
1

𝑛
, 𝑛 𝜖 𝑁}, maka inf S = 0 

Bukti: 

Karena S   terbatas ke bawah oleh 0, maka S 

mempunyau infimum, tulis w:= inf S . Jelas bahwa w  0 . 

Untuk sebarang   0 , menggunakan Sifat Archimedes, 

terdapat nℕ sedemikian hingga 
1


 < n akibatnya 

1

𝑛
 < . Oleh 

karena itu 0 ≤ w < 
1

𝑛
 < . Akan tetapi karena  > 0 sebarang, 
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maka berdasarkan Teorema 1.2.8 berakibat bahwa w = 0. 

Terbukti bahwa inf S = 0. 

 

Akibat 1.4.3 

Misalkan y dan z bilangan real positif, maka : 

a. Terdapat n  N sehingga z < ny 

b. Terdapat n  N sehingga 0 < 1/n < y 

c. Terdapat n  N sehingga n – 1  z < n 

Bukti: 

a. Sebut x = 
𝑧

𝑦
 > 0, maka terdapat n  ℕ sehingga  

𝑧

𝑦
 = x < 

n. Oleh karena itu  z < ny. 

b. Dari bukti (a) ambil z = 1, maka 1 < ny untuk suatu n  

ℕ. Akibatnya 
1

𝑛
 < y. Jadi 0 < 

1

𝑛
 < y 

c. Sifat Archimedes menjamin bahwa subset K = {m  N: 

z < m}. Jelas K  . Misalkan n bilangan terkecil dari 

himpunan ini, maka n – 1 bukan anggota himpunan ini, 

sehingga n – 1  z < n.  

 

Eksistensi Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional 

di R 

Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapat 

digunakan untuk memberikan jaminan eksistensi bilangan-

bilangan real. Berikut ini akan ditunjukkan bahwa ada 

bilangan real positif x sedemikian hingga x2 = 2 . 

 

Teorema 1.4.4 

Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x 2= 2 . 

Bukti:  

Dibentuk himpunan S = s R: s  0 dan s2  2. Jelas 

bahwa S   sebab 0S dan 1S. S terbatas ke atas dengan 
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salah satu batas atasnya adalah 2. Jika t  2 ,maka t 2  4 . Jadi, 

t = 2S . Menggunakan Aksioma Supremum, S  ℝ , S  , dan 

S terbatas ke atas, maka S mempunyai supremum. Namakan  x 

= sup S , dengan xℝ. Akan dibuktikan bahwa x2 = 2. 

Andaikan x2  2 , maka x2  2 atau x2  2 . 

 

Kemungkinan I: Untuk x2 2 . 

Karena x2  2 , maka 2 − x2 0 . Karena 
1

𝑛2  
1

𝑛
 maka,  

 (𝑥 +  
1

𝑛
)2 = 𝑥2 +  

2

𝑛
𝑥 +  

1

𝑛2  x2 + 
1

𝑛
 (2x + 1) 

 

Karena 2 – x2 > 0 dan 2x + 1 > 0 maka 
2  −𝑥2

2𝑥+1
 > 0. Menurut sifat 

akibat Archimedes, dapat ditemukan n  N sehingga, 

   
1

𝑛
 < 

2−𝑥2

2𝑥+1
  

Akibatnya, 

   
1

𝑛
 (2x + 1) < 2 – x2 

dan  

   (𝑥 + 
1

𝑛
)2 < x2 + 

1

𝑛
 (2x + 1) = x2 + 2 – x2 = 2 

 

Diperoleh bahwa,  (𝑥 +  
1

𝑛
)2 < 2, yang berarti bahwa 𝑥 +  

1

𝑛
 

 S. Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu tidak 

mungkin x2 < 2.  

 

Kemungkinan II: x2 > 2 

Karena x2 > 2 maka x2 – 2 > 0, Perhatikan bahwa: 

 (𝑥 −  
1

𝑚
)2 = 𝑥2 −  

2

𝑚
𝑥 +  

1

𝑚2 > 𝑥2 −  
2

𝑚
𝑥 

Karena x2 − 2  0 dan 2x  0 , maka dipilih mN sedemikian 

hingga: 

 m > 
2𝑥

𝑥2−2
 atau 

2𝑥

𝑚
<  𝑥2 − 2 
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akibatnya, 

 (𝑥 −  
1

𝑚
)2 > 𝑥2 −  

2

𝑚
𝑥 > x2 – (𝑥2 − 2) = 2 

 

Diperoleh bahwa  (𝑥 −  
1

𝑚
)2 > 2. Berarti 𝑥 −  

1

𝑚
  S, yaitu 𝑥 −

 
1

𝑚
 batas atas. Kontradiksi dengan x = sup S. Oleh karena itu 

tidak mungkin x2 > 2. Jadi pengandaian salah, seharusnya x2 = 

2. 

 

Teorema 1.4.5 (The Density Theorem) 

Jika x dan y bilangan real dengan x < y maka terdapat 

bilangan rasional r sehingga x < r < y. 

Bukti: 

Tanpa mengurangi keumuman (without loss of generality), 

diambil x  0. Menurut sifatArchimedes, terdapat n  N 

sehingga n > 
1

𝑦−𝑥
, jadi ny – nx > 1. 

Karena nx > 0, maka menurut Akibat 1.4.3, terdapat m  N 

sehingga m – 1  nx  m, m ini juga memenuhi m < ny (karena 

m - nx  1< ny – nx atau m < ny).  

Jadi kita peroleh nx < m < ny atau x < 
𝑚

𝑛
 < y. Pilih r = 

𝑚

𝑛
, jadi 

r bilangan rasional dan memenuhi x < r < y. 
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Soal Latihan 

 

1. Jika x, y  R dengan x < y buktikan bahwa ada bilangan 

irrasional r sedemikian sehingga x < r < y! 

Petujuk bukti: 

Permasalahan: akan ditujukkan bahwa x < r < y 

Diketahui x, y  R dengan x < y. 

Dengan menggunakan Teorema Densitas, dan sifat 

bilangan rasional. Akibatnya x < q2 < y dan q2 

merupakan bilangan irrasional. 

 

2. Jika S := {
1

𝑛
: 𝑛 ∈ 𝑁},buktikan inf S = 0! 

Petunjuk bukti: 

Permasalahan: Akan ditunjukkan bahwa inf S = 0. 

Karena S   terbatas kebawah oleh 0, makaS 

mempunyai infimum. Di tulis w:= inf S. Jelas w  0. 

Dengan menggunakan sifat Archimedes dan Teorema 

1.2.8 diperoleh bahwa inf S = 0. 

 

3. Jika y > 0, terdapat ny  N, buktikan ny – 1 < y < ny! 

Petunjuk bukti: 

Permasalahan: akan ditunjukkan ny -1 < y < ny. 

Dengan menggunakan sifat Archimedes dan sifat 

urutan. Ey mempunyai elemen yang paling kecil 

dinotasikan dengan ny. Oleh karena itu ny -1 bukan 

elemen Ey. Akibatnya ny -1 < y < ny. 

  



 

Analisis Real | 29 

BAB II 
BARISAN BILANGAN REAL 

 

Pada bab ini dibahas mengenai pengertian barisan 

bilangan real. Selanjutnya, dibahas tentang limit dan 

konvergensi dari suatu barisan. Di antaranya adalah Teorema 

Konvergen Monoton, prinsip barisan bagian, dan Kriteria 

Cauchy untuk barisan yang konvergen. 

 

A. Barisan dan Limit Barisan 

Barisan (sequence) pada himpunan S adalah suatu fungsi 

dengan domain ℕ dan mempunyai range dalam S. Pada 

subbab ini akan dibahas mengenai barisan di ℝ dan 

konvergensi dari suatu barisan 

 

Definisi 2.1.1.  

Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang 

didefinisikan pada himpunan N dengan range dalam R . 

Dengan kata lain, barisan dalam R mengawankan setiap 

bilangan asli n =1, 2,3,... kepada suatu bilangan real. Jika X 

:N→R merupakan barisan, maka biasanya dituliskan dengan 

nilai dari X pada n dengan notasi xn . Barisan sering 

dinotasikan dengan X atau (xn) atau ( xn: n  ℕ) atau { xn }atau 

{ xn}n  1. Apabila diketahui suatu barisan Y, artinya Y = (yk). 

 

Contoh 2.1.1 

1. Barisan (xn) dengan xn = (-1)n adalah barisan -1, 1, -1, 

1, -1,1, …, (-1)n, … 

2. Barisan (xn) dengan xn = 
1

2𝑛 , (
1

2𝑛 , 𝑛 𝜖 ℕ) = 
1

2
, 

1

4
, 

1

8
, …, 

1

2𝑛, 

… 
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3. Barisan konstan (kn), dengan kn, = 2 adalah 2, 2, 2, 2, … 

4. Barisan (
𝑛

𝑛+1
)= 

1

2
, 

2

3
, 

3

4
, …, 

𝑛

𝑛+1
, … 

 

Definisi 2.1.2 

Diberikan barisan bilangan real (xn) dan (yn), dan   ℝ. 

Maka dapat didefinisikan: 

1. (xn)  (yn) = (xn  yn), n  ℕ  

2.  (xn) = ( xn), n  ℕ  

3. (xn) . (yn) = (xn . yn), n  ℕ  

4. 
(𝑥𝑛)

(𝑦𝑛)
= (

𝑥𝑛

𝑦𝑛
), yn  0, n  ℕ  

 

Definisi di atas menyatakan bahwa suku-suku barisan 

baru yang merupakan jumlah dua barisan lainnya dibentuk 

dengan menjumlahkan suku-suku yang berpadanan pada 

kedua barisan lainnya. Untuk barisan-barisan selisih, hasil 

kali dan hasil bagi dua barisan, dikerjakan dengan cara yang 

serupa. Sebagai contoh, jika X = (xn) = (1, 
1

2
, 

1

3
, 

1

4
, …) dan Y = 

(yn) = (0, 
1

2
, 

2

3
, 

3

4
, …) maka X + Y = (1, 1, 1, 1, …), X – Y = (1, 0,- 

1

3
, -

2

4
,…). Contoh lain, Misalkan X, Y suatu barisan 

X = (3, 6, 9, 12, …, 3n, …) 

Y = (1, 
1

2
, 

1

3
, 

1

4
, …,  

1

𝑛
, …) 

Maka, 

X + Y = (4, 
13

2
, 

28

3
, …,  

3𝑛2+1

𝑛
, …) 

X – Y = (4, 
11

2
, 

26

3
, …,  

3𝑛2−1

𝑛
, …) 

X . Y = (3, 3, 3, 3, …, 3, …) 

2X = (6, 12, 18, 24, …, 6n, …) 

 
𝑋

𝑌
  =  (3, 12, 27, 48, …, 3n2, …) 

 


